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Abstract. Let AI = F{£) be a ruled surface. We introduce metrics of 
finite volume on M whose singularities are parametrized by a parabolic 
structure over £. Then, we generalise results of Burns-de Bartolomeis 
and Le Brun, by showing that the existence of a singular Kahler metric 
of finite volume and constant non positive scalar curvature on M is 
equivalent to the parabolic polystability of £ ; moreover these metrics all 
come from finite volume quotients of x CP^. In order to prove the 
theorem, we must produce a solution of Seiberg-Witten equations for 
a singular metric g. We use orbifold compactifications M on which we 
approximate g by a sequence of smooth metrics ; the desired solution for 
g is obtained as the limit of a sequence of Seiberg-Witten solutions for 
these smooth metrics. 



1. Introduction 

L'existence de metriques de Kahler a courbure scalaire constante sur les 
surfaces complexes est un probleme ouvert dans lequel de recentes avancees 
mettent en evidence rimportance de la notion de stabilite ([BB], [L] et [LS]). 

Dans le cas d'une surface geometriquement reglee de la forme M = P(f ), 
oii £ est un fibre holomorphe au dessus d'une surface de Riemann liyper- 
bolique compacte S, Burns et de Bartolomeis ont demontre que les seules 
metriques kahleriennes a courbure scalaire s = sont des produits locaux ; 
par le theoreme de Narasliiman-Sesliadri, cette condition est equivalente a 
la polystabilite de £. Puis ce resultat a ete generalise par LeBrun au cas 
s < en utilisant la theorie de Seiberg-Witten. 

Melita et Seshadri etendent les resultats de [NS] en volume fini grace a 
la theorie des fibres paraboliques et une condition de polystabilite parabolique 
(pour une demonstration «a la Donaldson» [D] de leur resultat cf. [Bi]). 
D'apres [MS] ces fibres correspondent, en rang 2, aux cas ou la surface reglee 
M est un quotient de volume fini S XpCP^, provenant d'une representation 
p : 7ri(S) — > PU(2), oii S = S \ {Pi} est une surface de Riemann de type 
hyperbolique obtenue en enlevant un nombre fini de points appeles points 
paraboliques a une surface de Riemann compacte. En munissant le premier 
facteur de la metrique hyperbolique a courbure — 1 et le second de la metrique 
de Pubini- Study a courbure c > 0, on en deduit une metrique kahlerienne g a 
courbure scalaire s = 2(c— 1) sur M. Dans des coordonnees locales adaptees 
{t, e,u) eMx S'^ X CP^ sur les bouts de M, oil u est une coordonnee affine 
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sur CP , la metrique g est donnee par 

4/c 

(1) g = dt^ + e~'^*de'^ + J 'Y-r2^i\du - iaudd\^ , 

(1 + \u\ ) 

ou a G [0, 1[ est le poids de cette singularite appelee hout parabolique. Nous al- 
iens etendre les resultats de [BB] et [L] a ce cadre de volume fini en supposant 
que les metriques considerees sont asymptotiques au sens au modele local 
defini par (1). 

Th6or6me A. Soit S ^ T, un fibre parabolique holomorphe tel que S = 
S \ {Pj} soit hyperbolique. Soit M = ¥{£) la surface complexe reglee asso- 
ciee restreinte au dessus de S. Alors M admet une metrique kdhlerienne g^ 
d courbure scalaire constante s < asymptotique au modele local si et seule- 
ment si le fibre £ est paraboliquement polystable. Dans ce cas, la metrique g^ 
se deduit a un biholomorphisme et une constante pres du modele (SXpCP\ff) 
oil p : 7ri(S) —>■ PU(2) est une representation associee au fibre parabolique 
polystable £. 

Remarque : si g^ admet au moins une singularite, son comportement 
asymptotique impose que la constante du theoreme soit egale a 1. 

On rencontre la difficulte majeure de la demonstration dans le cas s < 0, 
ou pour proceder suivant la methode de Le Brun on doit extraire une solution 
{A,ip), suffisamment reguliere, des equations de Seiberg-Witten 

Da^ = 

= qW 

pour une metrique g asymptotique au modele local et la structure spirf 
canonique de M . En I'absence de singularites, Le Brun utilise la theorie des 
invariants de Seiberg-Witten sur les varietes compactes, ce qui n'est pas le 
cas de M . Pour traiter ce probleme, on montre dans la section 2 que lorsque 
les poids des singularites sont rationnels, M admet une compactification 
orbifold M = MUD, ou D est une reunion de diviseurs de la forme CP^/Z^, 
sur laquelle on peut approximer g par une suite de metriques lisses gj. On 
definit alors les equations de Seiberg-Witten perturbees sur M pour chaque 
metrique gj par 

Da^ = 
{FA + ^i-KWjy = qi^P), 

ou les perturbation Wj se concentrent vers le courant d'integration sur D. 
En calculant I'invariant des equations de Seiberg-Witten qui depend d'une 
certaine condition de chambre pour la metrique gj, nous obtiendrons une 
suite de solutions {Aj,ipj) que nous ferons converger vers une solution (A, tp) 
des equations non perturbee pour la metrique limite g grace au theoreme 
suivant : 

Th6or6me B. Soit g une metrique sur M asymptotique au modele local 
g avec des poids a(-Pj) rationnels et soit g-j la suite d 'approximation de g 
sur M. Soit (Aj,^j) une suite de solutions des equations de Seiberg-Witten 
perturbees associees a la structure spin'^ canonique induite par la structure 
complexe et aux metriques gj sur M . Alors quitte a faire des changements 
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de jauge et d extraire une sous-suite, (Aj,ipj) converge au sens C°° sur tout 
compact de M vers une solution des equations non perturbees (Ajip) pour la 
metrique g verifiant 

- A = A + a avec a G Ll{g), 

- ip G L\{g) relativement a V^, 

oil A est une connexion induite par le modele local kdhlerien g sur le fibre 
determinant L = Kj^ de la structure spin^ canonique. 

Remarques : 

- On pourra se referer a [Bi2] pour une autre application des equations 
de Seiberg-Witten a des metriques d'Einstein de volume fini. 

- II serait naturel que I'existence de la solution [A, tp) obtenue par ce 
theoreme soit assuree par une theorie de Seiberg-Witten developpee 
directement pour les metriques asymptotiques au modele local. Notons 
que la construction de I'espace des modules correspondant et la ques- 
tion de sa compacite posent des problemes techniques importants que 
notre methode ne resout pas (cf. par exemple [KM] pour des metriques 
asymptotiquement plates). 

- La perturbation wj est necessaire pour que la connexion A soit definie 
sur le «bon fibre» et s'explique au niveau des equations par le fait que 
la metrique g apparait comme une limite de metriques sur la variete 
compacte moins une bulle de courbure positive. 

La premiere etape dans la demonstration du theoreme B (cf. section 3) 
consiste a developper une theorie de Hodge pour les metriques g et gj via 
des inegalites de Poincare uniformes. A I'aide d'un lemme de Poincare local 
pres de D pour la cohomologie L^, on demontre un isomorphisme 

H^.(M):^H^r(M), 

puis on demontre pour A; = 1 ou 2 que les representant gfj-harmoniques d'une 
classe de cohomologie convergent vers le representant (/-harmonique sur 
tout compact de M. A partir de la on possede tons les outils necessaires pour 
faire converger les connexions, pour demontrer le theoreme au §4.2 puis pour 
calculer I'invariant de Seiberg-Witten des metriques gj au §4.5. Dans le cas 
de poids irrationnels, on n'a plus de compactification orbifold adequate et on 
doit faire une convergence «en deux temps» en commengant par approximer 
les poids irrationnels par des poids rationnels (cf. §4.4). 

Sur les eclatements de surfaces reglees. La structure parabolique, en chaque 
point P non trivial d'un fibre £ (cf. §2.2 pour la definition), determine 
une droite complexe de £p, done un point Q de de la surface compacte 
M = P(£^)^ et un poids a = 02 — ai. Le probl6me d'existence de metriques 
de Kahler a courbure scalaire constante sur I'eclatement M de M aux points 
Qi a ete aborde par LeBrun et Singer lorsque M possede des champs de 
vecteurs holomorphes periodiques et s = : suivant [LS], de telles metriques 
existent si et seulement si £ est paraboliquement polystable. 

La forme de Kahler uj de la metrique g, bien que singuliere sur M, cor- 
rectement interpretee comme un courant positif (cf. [CG]), se releve en un 



4 



YANN ROLLIN 



courant positif cD appele transformee stride de u sur Teclatement M tel que 

Q-[E] 



0<a 



u.[Fy 



avec E le diviseurs exceptionel au point Q et F une fibre generique. Cette 
identite est prcciscment celle vcrifice par les classes de Kahler considcrces 
dans [LS] et ceci constitue une indication supplementaire mettant en evidence 
le lien entre la notion de stabilite et le probleme d'existence de metriques 
kahleriennes a courbure scalaire constante sur les surfaces complexes. 

Je tiens a remercier tout particulierement Olivier Biquard pour I'ensemble 
des discussions que j'ai cues avec lui sur ce sujet. 

2. Surfaces kahleriennes reglees modeles 



2.1. Un exemple fondamental. Voici tout d'abord une famille de surfaces 
complexes reglees construites a partir de representations unitaires du groupe 
fondamental d'une surface de Riemann de volume fini. Ces exemples sont 
essentiels dans la theorie des fibres parabolique stables comme nous le ver- 
rons au §2.2.2 ou nous citerons le theoreme important de Mehta-Seshadri ; en 
outre ces exemples possedent des metriques kahleriennes «modeles» a cour- 
bure scalaire constante avec des singularites que nous etudierons precisement 
au §2.3 et que nous appellerons bouts paraboliques. 

2.1.1. Surfaces de Riemann hyperboliques de volume fini. Soit F un sous 
groupe discret de PSL(2, M) agissant librement et avec covolume fini sur le 
demi plan de Poincare = G C / Im^ > 0} ; le quotient est une surface 
de Riemann E = if/T, de groupe fondamental F, munie de la metrique 
kahlerienne complete de volume fini a courbure —1 induite par la metrique 
de Lobachevsky. Le groupe F agit cgalement sur le bord a I'infini ^ooH^ du 
demi-plan de Poincare. Puisque F agit avec covolume fini, le stabilisateur 
d'un point du bord est soit trivial, soit, pour un nombre fini de points P 
appeles points paraboliques, egal a (r) ~ Z, ou r est un element parabolique 
de PSL(2,R). On pent done, quitte a conjuguer r par une homographie, 
supposer qu'il est donnc par t : ^ ^ + u ou ^ GH^etttGM; pour 
simplifier on supposera meme que u = 27r. Au voisinage de P, le quotient 
H^/F est isomorphe a la/ir), ou Iq = G C / Im^ > a} avec a > 
suffisamment grand. On definit alors un isomorphisme entre le disque epointe 
Al = {z eC / <\z\ < e"'^} et la/ir) par 

(2) Ia/{r) a: 

C ^ z = e'^- 

en utilisant le plongement holomorphe A* C Aa, ce qui revient a ajouter le 
point P correspondant a dans le modele du disque, on obtient finalement 
la compactification holomorphe S = S U {Pi}i<i<k- 

En partant de la metrique de Lobachevsky donnee par : 



IC-CT' 
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on calcule aisement la metrique induite sur le disque epointe : 

A* _ \dz\' 
" I 12 1 2 1 r 

|2:|^m \z\ 

Cette metrique possede une singularite en appelee cusp. Nous utiliserons 
souvent un autre systeme de coordonnees locales {t, ^) G M x R/27rZ sur les 
bouts de S defini par z = re*^ et t = ln(— In \z\) ; dans ces coordonnees 

(3) = dt^ + e-2*d02 

Reciproquement (cf. [F]), si S est une surface de Riemann compacte avec 
k points paraboliques marques {Pi), alors S = S\{Pj} est hyperbolique si et 
seulement si 2g(E) — 2 + /c > et dans ce cas elle admet une unique metrique 
kahlerienne de courbure —1 avec des cusps aux points paraboliques. 



2.1.2. Representations et surfaces reglees. Soit /9 : F — ^ U(2) une representa- 
tion unitaire du groupe fondamental de S. On en deduit une action de F sur 
xC^ donnee par = {a-i,p{a)-u) pour a G F et G xC^. 

Au quotient, on obtient un fibre vectoriel holomorphe £ = XpC^ au dessus 
de E. On en deduit une surface complexe reglee M = = Xp CP^ ou 
p designe par abus de langage la representation projective induite. La sphere 
de Riemann CP^ est munie d'une metrique kahlerienne a courbure section- 
nelle c > 0, appel6e metrique de Fuhini- Study, definie dans des coordonnees 
homogenes \u : v\ par 



dans la carte v = 1, on obtient alors 



La metrique produit (^'^ ® g^^ sur x CP^ est kahlerienne a courbure 
scalaire constante s = 2(c— 1), car c'est un produit riemannien de metriques 
kahleriennes a courbures scalaires constantes. Le groupe d'isometries de {CF^,g 
est egal a PU(2), done F agit isometriquement sur x CP^. On en deduit 
par quotient une metrique kahlerienne a courbure scalaire constante g sur M 
appelee metrique modele. En outre, g est de volume fini car c'est un produit 
local done vol(M) = vol^(S) x vol'''^(CP^) < oo. 



2.2. Fibres paraboliques. Une question naturelle se pose maintenant si 

nous voulons fabriquer des metriques de Kahler de volume fini a courbure 
scalaire constante sur les surfaces complexes reglees comme dans I'exem- 
ple precedent : comment reconnaitre celles qui sont obtenues a partir de 
representation projective unitaire du groupe fondamental d'une surface de 
Riemann de volume fini ? La rcponse a nous est donnee par la thcorie des fi- 
bres paraboliques stables developpee par Mehta et Seshadri ; nous rappelons 
dans cette partie des elements de la theorie, mais pour de plus amples details 
nous renvoyons le lecteur a [MS]. 
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2.2.1. Structures paraboliques. Le fibre hermitien plat £ = W"^ Xp ad- 
met un prolongement holomorphe au dessus de S sur lequel la metrique 

hermitienne est singuliere ; en considorant les morphismes borncs de fibres 
paraboliques, on voit apparaitre naturellement la notion de structure parabolique. 

Definition 2.1 (Structures paraboliques). Une structure parabolique sur un 
fibre vectoriel complexe £ ^ T, au dessus d'une surface de Riemann compacte 
est la donnee d'un ensemble fini points paraboliques Pi G S, de filtrations au 
dessus des points paraboliques 

et de poids associes a la filtration < ai(Pj) < • • • < a^. (Pj) < 1 ; on appelle 
multiplicite d'un poids aj{Pi) I'entier dj{Pi) = dim J^p^ — dim J^p, . Un fibre 
munit d'une structure parabolique est appele un fibre parabolique. 

Remarque : pour les fibres paraboliques de rang 2, on a soit ki = 2, soit 
ki = 1. Dans ce dernier cas, la structure parabolique au point Pi est reduite 
a une filtration triviale et a un unique poids de multiplicite 2. Un tel point 
parabolique est appele un point trivial de la structure parabolique. 

Dans une base orthonormee (ei,e2) bien choisie, on a 

(4) p{t) = ( Q ^2iiTa2 1 avec < ai < a2 < 1; 

on en deduit une base de sections locales holomorphes (si,S2) de 
en P telle que la metrique hermitienne s'ecrive 







(5) h 



On definit alors une structure parabolique sur £ comme suit : en un point 
parabolique P de S tel que ai < 02, on pose Tj, = Cs2{P), ai{P) = ai et 
a2{P) = a2. Si ai = a2, on decide que P est un point trivial de la structure 
parabolique avec un unique poids ai(P) = a\. 

Avec cette definition de structure parabolique, on peut voir facilement que 
les isomorphisme de £ bornes relativement a la metrique hermitienne sont ex- 
actement ceux qui respectent les filtrations au dessus des points parabohques. 

2.2.2. Stabilite parabolique et theoreme de Mehta-Seshadri. Dans le §2.2.2, 
£ ^ Ti d6signera un fibre parabolique holomorphe. Son degre parabolique et 
sa pente sont definis respectivement par 

deg par £ 



degpar^: = deg £ + ^dj (Pi) ■ aj{Pi), n{£) 



rang £ 

Si £ = Ci ® est une somme de deux fibres paraboliques en droites 
complexes, alors £ possede une structure parabolique induite. On dira que £ 
est paraboliquement decomposable s'il admet une decomposition holomorphe 
en une somme directe de fibres parabolique £ = Ci ® £,2 qui est de plus 
compatible avec la structure parabolique de £. 

Un fibre parabolique, £^ — > S, de rang 2, est dit paraboliquement stable 
(resp. paraboliquement semi-stable) si tout sous-fibre holomorphe en droites 
complexes C muni de la structure parabolique induite verifie /^(>C) < fj,{£) 
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(resp. < fi{£))- Le fibre £ sera dit paraboliquement polystable s'il est 

soit paraboliquement stable, soit a la fois paraboliquement semi-stable et 
paraboliquement decomposable. 

Lorsque £^ — > S est un fibre parabolique tel que S = S \ {Pi} soit hy- 
perbolique, on a le theoreme important de Mehta et Seshadri (cf. [MS] th. 
4.1) d'apres lequel : £ est polystable de pente ;U = si et seulement si il 
est plat et donne a isomorphisme parabolique pres par une representation 
/9:^i(S) ^U(2). 

Lorsque degpar£^ 7^ 0, on pent se ramener au cas du degre parabolique 
nul de la fagon suivante : soit £ S, un fibre en droites complexes de 
degre tres negatif, de sorte que degpar {£ C) < 0. Notons que les surfaces 
¥{£) et ¥{£ (g) C) sont isomorphes. Dans un deuxieme temps, on ajoute des 
points paraboliques triviaux Qk G S a la structure parabolique de sorte 
que le nouveau fibre parabolique £' verifie dcgparf = degpar + 
^^2a!i((5fc) = 0. En choisissant bien les poids, on obtient un fibre de degre 
parabolique et (cf. [S]) le fibre £' est paraboliquement stable (resp. semi- 
stable, polystable) si et seulement si le fibre £ est paraboliquement stable 
(resp. semi-stable, polystable). 

2.2.3. Stabilite et metriques modeles. Soit £ — ^ S un fibre parabolique polystable, 
et M = ]P(£^)|s la surface reglee associee. En supposant S hyperbolique, on 
sait que E admet une unique metrique kahlerienne a courbure section- 
nelle —1 avec des cusps aux points Pj. On pent quitte a ajouter des points 
paraboliques triviaux Qi supposer que deg par £ = sans changer la stabilite 
parabolique du fibre. 

Alors, d'apres le theoreme de Mehta et Seshadri, il existe une represen- 
tation projective unitaire p : 7ri(S \ {Qi}) U(2) telle que £^ ~ Xp C^. 
II est alors facile de voir que la metrique hermitienne, singuliere aux points 
Qi, induit une metrique de Fubini-Study sur la fibre qui est lisse sur M tout 
entiere. On obtient alors suivant §2.1 une metrique kahlerienne g a courbure 
scalaire constante sur M. 

Remarque : la construction que nous venons de faire montre que nous pou- 
vons facilement nous ramener au cas des fibres paraboliques de pente sans 
ajouter de singularites a la metrique g. Par la suite, nous supposerons pour 
simplifier que tons les fibres paraboliques sont de pente nulle. De plus, nous 
ferons comme si les structure paraboliques etaient concentrees au dessus d'un 
unique point parabolique, toutes les constructions s'etendant trivialement au 
cas de plusieurs points. 

Reciproquement, il est naturel de se demander si I'existence d'une metrique 
kahlerienne a courbure scalaire constante sur M avec des singularites de vol- 
ume fini implique la stabilite du fibre parabolique £ de depart. Nous allons 
resoudre cette question dans le theoreme 2.4, mais pour I'enoncer, nous de- 
vons introduire au prealable une notion de modele local. 

2.3. Le modele local. Nous allons maintenant nous concentrer sur I'etude 
locale de la metrique g au voisinage d'un point parabolique. 

La metrique g que nous avons definie sur la surface reglee M tout entiere 
lorsque £ est paraboliquement polystable, pent etre definie localement en 
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general sur un fibre parabolique. Pour commencer, on choisit une triviali- 
sation locale de E par une base de sections holomorphes (si,S2) definies au 
voisinage d'un point parabolique P compatible avec la filtration parabolique. 
Soit z une coordonnee locale holomorphe telle que z{P) = et telle que la 
metrique sur E s'exprime sous la forme 



5^ 



On definit alors dans la base S2) une metrique hermitienne sur E adaptee 
a la structure parabolique par (5). On en deduit une base orthonormee de 
sections locales en P donnees par = Sj/|2;|"' et on calcule la connexion de 
Chern associee a h dans la trivialisation (sj) : 

(6) V'^ = d + h-'dh = d+( "i' ° "l-, 

ce qui donne dans les coordonnees induites par la base orthonormales (cj), 

V a2 J 

Cette connexion est plate, avec une singularite logarithmique au point P. On 
retrouve dans cette expression locale I'holonomie de la connexion de Chern 
cgale a (iia(/(cxp(— 2i7rai), cxp(— 2i7ra2)) autour du point P. En notant 
la distribution horizontale de la connexion induite sur le CP^-fibre M ^ E, 
on a une decomposition T^M = © TxF{£Tr(x))- Comme la connexion de 
Chern respecte par definition la metrique hermitienne sur £, on en deduit 
que la distribution (Hx) est invariante par les isometrics de la metrique de 
Fubini-Study sur les fibres de M -^^ E. 

On definit alors localement la metrique riemannienne g en prenant la 
metrique de Fubini-Study sur I'espace tangent aux fibres et I'image reciproque 
de sur Hx ^ TxT,. Comme de plus la connexion est plate, la distribution 
horizontale Hx est integrable, et g apparait comme un produit riemannien 
local X CP^. On dit que g est adaptee a la structure parabolique de £. 

2.3.1. Revitement et modele local. En reprenant les notations de §2.2.1, nous 

disposons de plusieurs coordonnees locales definies au voisinage de P : la 
coordonnee ^ G H^, la coordonnee z G definie au voisinage de P, les 
coordonnees {^,{u,v)) sur x induites par la base canonique (ej) de 
et les coordonnees {z, {u,v)) sur £ induites par la base orthonormee de 
sections locales (cj) de £. On en deduit des coordonnees locales homogenes 
sur X CP"*^ et F{£) et on a le revctement holomorphe riemannien 

(7) p: la xCF^ A* X CP^ 
avec 

(8) r • (e, [il :?)]) = (e + 27r, [e^^^^ u : e^^-"^ ^ ) 

qui engendre le groupe d'automorphismes (r) ~ Z du revetement p. 

Si on se place par exemple dans les coordonnees locales de projection 
stereographique v = 1 et u = 1, on obtient I'expression de p 

u) = (e^«, e'^^^'^u) oua = a2-ai. 
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On en d6duit que e^°'^^^du = p*du — iaudO. Or la metrique standard sur le 
revetement s'ecrit 

P9-9 ®9 - |^_^-|2 + (l + |^|2)2l«'"l • 

d'ou 

/^x ^ 4/c . , . ,.,2 

' = {\z\ln\z\y + JTTWr ' " ' ■ 

On pent maintenant degager la notion de bout parabolique sur une variete. 

Definition 2.2. Le groupe Z ~ (r) a une action lihre holomorphe et isometrique 
sur la variete complexe kdhlerienne x CP^ munie de sa metrique standard 
a courbure scalaire 2(c — 1) definie par 

(10) T • (C, [u : v]) = (e, [we^'''"^ : ^e^^'^"^]). 

Le quotient {la x CP^)/Z esi par consequent une variete kdhlerienne munie 
de la metrique de Kdhler quotient g a courbure scalaire 2(c— 1) et de volume 
fini. Ce quotient sera appele le bout parabolique associe aux poids a\, a2. 
Nous le noterons Ba^'°'^ , ou bien B lorsque aucune ambiguite n' est possible. 

Par definition, un bout parabolique est muni de coordonnees adaptees 
{z, [u : v]) & A* X CP^ dans lesquelles le revetement canonique p : laX CP^ — > 
B est donne par (7) et la metrique g est alors donnee localement par (9). 

Dans des coordonnees adaptees, la projection suivant le premier facteur, 

TT : H ~ A* X CP^ ^ A* 

est holomorphe et donne au bout parabolique une structure de CP^-fibre et 
on a clairement le diagramme commutatif 

la X 




ou TTl est induite par le revetement canonique la — > A*. 

Remarques : la forme volume de la metrique de Fubini-Study sur If X CP^ 
passe au quotient et donne une 2 forme fermee sur le bout parabolique que 
nous noterons vol 

En remplagant la coordonnee z par {t,9), la metrique modele apparait 
comme un produit tordu 

4/c 

(11) g = dt^ + e'^^de^ + f-pj-Tr \du - iaude\^ = dt^ + gt, 

(1 + \u\'^Y 

oh gt est une metrique sur N x que nous appellerons la tranche 

du bout parabolique. 

La metrique sur x CP^ dcgcncre dans la direction dx = dx" ou ^ = x+iy 
et ou dx^ designe le dual suivant la metrique de dx. Ce champ de vecteurs est 
invariant sous Taction de r. Par consequent dx = dx^ passe au quotient et 
nous donne un champ de vecteurs note sur le bout parabolique. Comme 
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p*d9 = dx, on calcule explicitement en introduisant les coordonnees polaires 
u = pe^^2 

(12) Xe = de^ = de + ade^. 

On verifie aisement que la metrique + g^^ est invariante suivant dx et 
on en deduit que g est invariante suivant : 

(13) = 0. 

Nous introduisons maintenant sur une variete a bouts paraboliques, une 

classe de mctriques asymptotiques au modele local g (au sens C^). Dans le cas 
ou X = P(iS)|5] est une surface rcglce obtenue a partir d'un fibre parabolique, 
on choisira toujours un modele local g adaptc a la structure parabolique. 

Definition 2.3. Si une variete X possede des bouts paraboliques, on en de- 
duit un modele local de metrique que nous noterons g. Nous appellerons 
metrique «asymptotique au modele local», toute metrique g sur X telle que 
g = g + o{g), oil o{g) tend uniformement vers en norme lorsqu'on 
s'approche de I'infini sur bout parabolique. 

C'est une condition technique raisonnable qui va nous permettre de de- 
montrer au §4.2 le th6oreme suivant, dont on d6duit imm6diatement le 
theoreme A. 

Theoreme 2.4. Soit £ ^ T, un fi,bre parabolique holomorphe de rang 2 sur 

une surface de Riemann compacte S. Soit {Pi)i<i<k I'ensemble des points 
paraboliques de E. Nous supposons en outre E = S\{Pi} hyperbolique. Si la 
surface complexe reglee associee M = P(£^)s admet une metrique kdhlerienne 
g^ a courbure scalaire constante s = 2(c — 1) < asymptotique au modele 
local g, alors £ est paraboliquement polystable. De plus une telle metrique 
provient a un biholomorphisme pres, du modele (S x^CP^,^) oil p : 7ri(S) — >■ 
PU(2) est une representation associee au fibre parabolique polystable £ . 

2.3.2. Compactification du bout parabolique rationnel. Nous faisons main- 
tenant rhypothese 0:2 — ai = r/q' G Q, oii r et g sont premiers entre eux. 
Dans ce cas, Taction de r definie par (10) verifie 

r« • (C, {u : v]) = (e + 27rq, [H : v]). 

On en deduit que (/„ x CP^)/(r'?) ~ {h/ {r'^)) x CP^ On vient done de 
montrer que le revetement p : la x CP"*^ — > ;S se factorise par un revetement 
p'i k q feuillets dont le groupe d'automorphismes est egal a {t)/{t'^) ~ Zg. 
On a done un diagramme commutatif holomorphe 

la X CP^ X CP^ 

P" 
B 

on p designe la projection canonique sur le revetement quotient. On note 
7r« : A„/, ~ 7j(r^) U {00} ^ A„ ~ 7„/(r) U {00} 
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le revetement holomorphe ramifie a q feuillets du disque par lui-meme. Le 
groupe d'automorphisme ~ {t)/{t'^) du revetement n'^ agit par r • ^ = 
^ + 27r soit T ■ z = exp(^)z. On deduit de tt^ une projection holomorphe 
notee egalement 

ttI : Ia/(r9) U {00} X ^ A„. 
Par construction, il est clair que Trop = tti = n'^op; on en deduit le lemme : 

Lemme 2.5 (Structure du bout parabolique rationnel). Supposons que a = 
CX2 — Oil = ^/^ G Q; CLvec r et q premiers entre eux. Le revetement standard 
p : la X CP^ B du bout parabolique Ba^'"^^ se factorise par un revetement 
d q- feuillets p'^ et on a le diagramme holomorphe commutatif 

la X CP^ -^-^ Ia/{T'i) X CP^ 




L'action de sur /a/(T«) x CP^ ~ A*/^ x CP^ s'etend clairement en une 

action holomorphe sur ^a/q >^ CP^ : pour le voir, il suffit de I'ecrire dans des 
coordonnees adaptees {z, [u : v]) 

T ■ (z, [u : v]) = (ze^, [?ie2*™i : ^e^*™^]), 

Alors, comme nous I'avons deja remarque, tt'' se prolonge de fagon holo- 
morphe en tt'^ : ^a/q CP^ — > Aq ; au quotient, on obtient un orbifibre 
holomorphe en droites projectives 

B = {Aa/g X CP1)/Z, = BU (CF^/Zq) ^ Aa. 

Reformulons cette discussion dans le corollaire suivant. 

Corollaire 2.6. Si a = a2 — ai = r/q G <Q avec r et q premiers entre eux, 
le -fibre B — > A* admet un prolongement holomorphe en un orbifibre 

B = BU{C¥^/Zq) A Aa. 

Get orbifibre possede un revetement ramifie d q feuillets p'^ : Aa/q x CP^ B 
tel que {p'^)*g est egale d la metrique produit standard sur A*y^ x CP"^. La 
fibre 7r-^(0) ~ CPV^g sera appelee «diviseur d I'infini du bout parabolique». 

En conclusion, une variete M avec des bouts paraboliques verifiant la 
condition de rationalite admet une compactification orbifold M. Si M est de 
plus une variete complexe, la compactification est holomorphe. 

3. COHOMOLOGIE L^. 

Dans toute cette partie M est une variete M munie de bouts paraboliques 
et on etudie la cohomologie 11^2 (^) definie a I'aide du complexe des formes 
differentielles L^(g) sur M. Notons que pour une metrique g asymptotique 
au modele local g les formes differentielles L^ relativement kg et g coincident 
ainsi done que les espaces de cohomologies associes. 
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Nous allons demontrer un lemme de Poincare «a I'infini* sur le bout 
parabolique de M pour la cohomologie , afin de la calculer dans le cas 
des surfaces reglees. 

Lorsque les poids des bouts paraboliques verifient la condition a2—oii G Q, 
nous definirons au §3.1 sur la compactification orbifold M des metriques 
lisses g-j qui approximent la metrique singulicre g. On dcveloppera alors la 
theorie de Hodge en montrant des resultats de convergence sur tout compact 
de M des representants gj harmoniques d'une classe de cohomologie vers le 
representant 5— harmonique (cf. prop. 3.11 et 3.17). 

3.1. Approximation par des metriques lisses. Dans §3.1 nous sup- 
posons que les bout paraboliques de M verifient la condition de rationalite 
et nous expliquons comment approximer la metrique g, singuliere sur M, par 
une suite de metriques {gj) lisses sur M . 

3.1.1. Approximation du modele local g. D'apres le lemme 2.5 et le corollaire 
2.6, tout bout parabolique compactifie de M admet un revetement ramifie 
holomorphe a q feuillets : ^a/q ^ "CP^ — ^ B, tel que {p'^)*g est la metrique 
standard g^ (Bg^^ ■ On va approximer g en remplagant la metrique singuliere 
par une metrique lisse sur A, invariante sous Paction de Zg. Puisque 

A- _ \dz\' 
^ (|z|ln|z|)2' 

on pent par exemple multiplier cette metrique par un facteur conforme sin- 
gulier de la forme A(|2:|), valant {\z\ In |z|)2 au voisinage de I'origine et 1 loin 
de I'origine. Alors la metrique kahlerienne g\ = X{\z\)g^* est lisse sur A; 
cette operation consiste simplement a recoller un disque plat au bout du 
cusp et gx est Z^-invariante car la fonction A(|2:|) est elle meme invariante. 
Alors la metrique gx © g^^ passe au quotient et definit une metrique kahleri- 
enne lisse sur B. Si on suit les geodesiques de gx normales a un cercle, on en 
deduit une nouvelle coordonnee locale t' telle que t = t' Ik ou A(|2;|) = 1 et 
gx = dt"^ + ip{t')'^d6'^ . De fagon equivalente, on pent done definir ce type de 
metrique en se donnant la fonction ^{t'). 
Soit la metrique 

gf = dt^ + <f)de'^, 

on ipj est definie comme suit : pour t < j + 1, on pose cpj = e"*. Puis 

pour J + 1 <t<j + l + 6j,on fait brutalement decroitre (p'j de e~^^~^^^ 
jusqu'a pour un 5j que nous ferons par la suite tendre vers 0. Enfin pour 
j + 1 + 6j < t < J + 1 + e, on pent quitte a rendre ipj tres negative faire 

passer (p'j dans cet intervalle de — e"^-''*"''^^ a —1. 

On a recolle la metrique la metrique de cusp (pour t < j + a la metrique 
plate. En effet si (f'j = —1, alors pour un Tj Icgcrement supcrieur a j + 1 + e 
bien choisit, on a (fj = Tj — t. Comme le montre le cliangement de variable 
t' = Tj — t, la metrique se recolle a la metrique plate sur le disque ; 
il en resulte que gj^ est en realite lisse sur le disque ^a/q tout entier. On 
vcrifie que quitte a choisir 5j sufRsamment petit, on pent supposer que le 
rapport —(p'j/(pj est croissant, et reste done minore par 1. Nous resumons 
cette construction dans le dessin ci-dessous. 
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exp(— t) 




Finalement la metrique © g^^ est lisse et 



-invariante sur 



On en deduit une metrique gj lisse sur B qui s'ecrit dans les coordonnees 



(14) 



9j 



+ 



4/ 



(l + l^u 



2^2 



— iaudOY 



3.1.2. Approximation d'une metrique asymptotique au modele. Etant donnee 
une metrique riemannienne g sur M, asymptotique au modele local sur le 
bout parabolique de M, on approxime la metrique g par des metriques gj 
lisses sur la compactification M comme suit : soit x(i) une fonction lisse telle 
que 

- X 6st croissante, 

- x{t) = pour t < 0, 

- X{t) = 1 pour t > \. 

Notons Xj{t) = x(t — j), puis posons 

(15) gj = {l-Xi)9 + Xj9j- 

Alors puisque g est asymptotique au modele local, les metriques gj et gj sont 
egalement tres proche au sens sur la zone de recollement j < t < j + 1, 
et on en deduit en particulier que 



(16) 



sup 

t>3 



{ \9j - 5j I + I - V^^ I + - i?* I } ^ lorsque j 



oo. 



Le modele local de metrique g est a courbure bornee puisque c'est un 
produit local modele sur 'M? x CP"^. Done toute metrique asymptotique au 
modele local est a courbure bornee. 

Lorsqu'on approxime la metrique g par des metrique gj lisses sur la com- 
pactification M , on cree une «bulle» de courbure tres positive. Pour calculer 
la courbure de gj, il nous suffit de calculer celle du facteur modifie : 

gf = de + ^]de\ 

La connexion associee est explicite et on a : 



V 



dt = — de, 



V 



tpj 
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on en deduit que la courbure sectionnelle de est egale a 

Cette courbure par definition de cpj superieure a —1, tres positive sur I'anneau 
t G [j + l,j + 1 + e] et uniformement bornee en dehors. II en resulte que la 
courbure scalaire de gj =p'^^{gf' + g^^) est donnee par 



et que s^^ := + 2xj ^'^'^^ est uniformement borne. Puisque la mctrique g 
est asymptotique au modele local g, on en deduit d'apres (16) un resultat 
analogue pour les metriques gj : 



Lemme 3.1. La courbure scalaire de la metrique gj s'ecrit 

o5j = _ 



(17) = - 2x/*'^^- 



oil s^^ est uniformement borne. 

Par construction des metrique gj, nous avons contracte le volume initial 
de g. On en deduit le lemme teclmique suivant : 

Lemme 3.2 (Controle du volume). Quel que soit e > 0, il existe un com- 
pact K de M, tel que vol* (Af \K) < e et voF(M \K) <e. Le volume des 
metriques gj est done uniformement borne. 

3.2. Lemme de Poincare a I'infini. Dans tout le §3.2, on ne suppose 
plus en general que la condition de rationalite des poids est verifiee. Nous 
commengons par demontrer des estimees sur les fonctions ne dependant que 
de la courbure moyenne des metriques. 

3.2.1. Courbure moyenne. 

Definition 3.3. Soit g une metrique riemannienne sur [^1,^2] x N de la 
forme g = dt^ + gt oil gt est une metrique sur N dependant de t. On definit 
la courbure moyenne de la metrique g comme la fonction 

1 1 dtvoW 

oil I designe la deuxieme forme fondamentale de la tranche N et oil voF* 
est la forme volume associee a la metrique gt. Par commodite, on definit 

egalement la fonction h = ^H. 

D'apres (9) et (14) les metriques g et gj sont des produits tordus verifiant 
respectivement /t = 1/2 et 

qui est par construction de tpj minore par 1/2. Pres de t = Tj, (pj = Tj — t 
et h = ^{Tj — t)~^ done h tend vers +00 quand t ^ Tj. 

Des que Ton a un controle du type ^ > ^0 > 0, nous obtenons le lemme 
suivant qui s'applique en particulier aux metriques g et gj : 
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Lemme 3.4. Soit g = dt^ + gt une metrique riemannienne sur [^1,^2] x 
Supposons qu'il existe (5, /iq G M telles que g verifie h > ho > S ou 6 > ho > h. 
Alors pour toute fonction f , on a 

[ \e^'dtf\\oV > {ho - 5f [ l/e^fvol^ 

/io\ ^[ti,t2]xiV J[ti,t2]xN 

^ ' ft r ^ 

+{ho-6)\ / l/e^fvoF- / l/e-^^pvoFl. 

Jt=t2 Jt=tl ^ 

Demonstration. — Voir [Bi2] lemme 4.1, pour la demonstration dans le cas 
h > ho > 0. En general, la demontration est identique en integrant fe^^ par 
parties cette fois-ci. □ 

3.2.2. Identification de la cohomologie L^. Le §3.2.1 fournit des outils suff- 
isants pour obtenir le lemme de Poincare a I'infini pour la cohomologie 

suivant : 

Lemme 3.5 (Lemme de Poincare a I'infini). Soit'^, une k-forme fermee 
sur la variete a, bouts paraboliques M. 

- Pour A; = 1,3 ou A, il existe une k — 1-forme P, definie sur le bout 
parabolique de M telle que j = df3 sur le bout parabolique. 

- Dans le cas oil k = 2, il existe A € M une 1-forme [5 I? definie sur le 
bout parabolique de M tels que 7 = sur le bout parabolique. 

Rappelons que vol'^''" est la 2-forme fermee induite sur les bouts parabolique 
par la metrique de Fubini-Study (cf. 2.3.1). Admettons pour I'instant ce 
lemme qui va nous permettre de calculer la cohomologie Lp' de M. 

Dans le cas ou 02 ^"1 G Q, on dispose egalement d'un lemme de Poincare 
analogue pour la cohomologie de de Rham orbifold sur le bout parabolique 
de M . Rappelons qu'une forme differentielle lisse au sens orbifold sur le 
bout parabolique compactifie B M est donnee par une forme differentielle 
lisse et Z^— invariante sur le revctement ramific. On remarque alors que si 
J = dp est Zg-invariante sur Aa x CP^ avec /3 a priori non invariante, alors il 
existe une forme Z^-invariante /?' obtenue en moyennant /? sous Paction du 
groupe, telle que 7 = df]' . On en dcduit le lemme de Poincare suivant pour 
la cohomologie de De Rham de I'orbifold M : 

Lemme 3.6. Soit 7, une k-forme lisse fermee sur M . 

- Pour k = 1,3 ou 4, il existe une k — 1-forme lisse P telle que -y = dP 
sur le bout parabolique de M . 

- Dans le cas ou k = 2, il existe un reel A et une 1-forme lisse P sur M 
tels que 7 = Xvof^ +dp sur le bout parabolique. 

Soit M' la compactification de M obtenue en changeant la valeurs des 
poids ai{Pi) , a2{Pi) de la structure parabolique en ot'i{Pi) et a'2{Pi) tels que 
a' (Pi) = a'i{Pi) — ct'2{Pi) £ Q- En utilisant le lemme de Poincare local, on 
deduit le corollaire suivant. 

Corollaire 3.7. On a un isomorphisme entre les espaces de cohomologie 

HI2(,)(M)^HJ,r(m'). 
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Demonstration. — Definissons un isomorphisme preservant le cup-produit 
F : H22(M) H^r(m') comme suit : soit b e H^2(M). Pour A; = 0, on a 
clairement H°2(M) ~ R puisque la metrique est de volume fini. Par ailleurs 
H^j^(M) ~ R et on definit F par cet isomorphisme. Si = 1, 3 ou 4, on 
peut d'apres le lemme de Poincare 3.5, choisir un representant 7 a support 
compact dans M de 6 et on pose F{b) = [7']. 

Pour /c = 2, on peut choisir un representant 7 de 6 tel que 7 = Avol"^'^ 
sur le bout parabolique en utilisant le lemme de Poincare. La forme vol'^''" 
n'est pas a priori lisse sur M . Notons vol la forme lisse associee a M . 
En integrant sur une fibre ou ou ces formes sont toutes deux definies, on 
a par construction J^^i vol = J^pi vol , done vol = vol + ap2 , 
ou P2 est une l-forme lisse sur B' sans aucune hypothese de regularite a 
I'infini. Neanmoins, en utilisant une fonction Xjii) definie au §3.1.2) pour j 
sufHsamment grand, 7' = 7 — Xd(xjP) est lisse sur M , car elle est egale a 
Avol pres de I'infini ; on pose alors F{b) = [7']. 

On definit de meme la rociproque de F en utilisant cette fois-ci le lemme 
de Poincare local pour I'orbifold M . On en deduit le corollaire. □ 

3.2.3. Cohomologie L?' des surfaces reglees. Soit M = IP(f)|s une surface 
rcglce obtemie a partir d'un fibre parabolique £ ^ T, munie d'un modcle 
local de metrique adapte g. On considere maintenant la compactification 



Or la cohomologie de la surface reglee M est bien connue (cf. [Be] prop. 
III. 18) ; en particulier la 2-cohomologie verifie : 



ou F est le dual de Poincare d'une fibre, et h la classe du fibre tautologique 
0^(1) sur M. Alors /i^ = deg£:, = et /i • F = 1 ; on en deduit via 
I'isomorpliisme (19) la proposition suivante : 

Proposition 3.8. On a des isomorphismes 

H° 2 (M) ~ H^2 (M) ~ R, H^2 (M) ~ H|2 (M) ~ if 1 (S , R) . 

// existe des classes de cohomologie F,hG H^2 (M) telles que = 0, = 
degS, h- F = 1 et H^2(M) = R/i RF. En consequence 62 = 2 la forme 
d 'intersection est de signature (1,1). 

3.2.4. Demonstration du lemme de Poincare 3.5. 

Cas des 1-formes. Sur le bout parabolique, 7 se decompose en 7 = fdt + ^2, 
oil 72 est une l-forme telle que idt72 = 0. Dans le cas ou / est a support 
compact, definissons une «primitive» de / par / = Jq fdt nuUe en t = 0. 
D'apres le lemme 3.4, 



M = P(0|g. 




a^(Pi) = 0, on a M = m' , d'ou par le 



H'^{M,Z) = Zh®ZF, 




SURFACES KAHLERIENNES DE VOLUME FINI 



17 



car le seul terme de bord non nul est positif. On deduit de cette derniere 
inegalite que pour / G L^, la fonction / est egalement definie dans -L^. Or 
7 — c?/ verifie par definition de / 

C-dtil - df) = {do iQ^ + iQ^ od)(n- df) = 0. 

Par consequent (7 — df) est independante de t, et represente une classe 
de cohomologie de H^j^(S'^ x CP^) = R[de] ; il existe done une fonction /2 
independante de t (done L^), telle que 7 — d/ — ci/2 = iJ^dO, avec jj, constante. 
Soit Xff le champ de vecteurs defini par (12). Posons 

Vit)= [ (va'«7)vo1^*. 
J{t}xN 

Comme je^Agl = \e~*d6\ = 1 et 7,vol^ G L^, on en deduit que (ietXgl) vol^ 
est integrable et on peut done choisir des tranches — >■ 00 telles que V{tk) 
0. 

Par ailleurs 

(ie*Af,0!(/ + /2))voP = ^ (/:e*A',(/ + /2))voF 

= / A*A-/(/ + /2)voF*)- / if + f2)Ce*XeyoV* 
Jn ^ ^ JN 

= I ^ioW,((/ + /2)vol^0- / (/ + /2KetA',VoF'=0, 
JN ^ ^ JN 

car la metrique est invariante suivant Xq (cf. (13)). On en deduit que 

y{t) = [ ie^xef^devol^* =11 [ e*voF. 
Jn Jn 

Or e*voF* = d9 A vol^^ est independante de t ; puisque V{tk) ^ 0, on a 
necessairement /i = 0. Finalement, on a demontre que 7 = d{f + /2), oil / 
et /2 sont ce qui acheve la demonstration pour les 1-formes. □ 

Cas des 2-formes. Soit 7 une 2-forme fermee et L^. On la decompose en 
7 = A /3 + 72, oil /3 et 72 sont des formes differentielles telles que ^9^72 = 
et ig^P = 0. Comme dans le cas des fonctions, nous cherchons une 1-forme 
$ dans L^, telle que = et Cg^fd = j3. On a un la decomposition 
(3 = fj,d6 + 02, ou ji est une fonction, et (32 une 1-forme telle que igffi2 = 
idg(^2 = 0. Comme 7 est par hypothese, on en deduit que (32 et /xe* sont 

. Pour la partie /32, la technique est semblable au cas des fonctions; on 
pose (32 = jQP2dt, alors d'apres le lemme 3.4, toujours en utilisant le fait 
que le terme de bord est nul en t = 0, on obtient pour /?2 a support compact 

fOO fOO fOO 

/ |/32|Vol^< / \dtp2\^Y0l = / |/32|Vol^. 

Jo Jo Jo 

On en deduit que P2 est definie dans alors P2 ^ L'^- 

Dans le cas oil jj, est a support compact, on definit jl = i^dt ; d'apres 
le lemme 3.4 

/•OO /•OO fOC /"OO 

/ \ild9\'^voV = / lile^fvoP < / |(5tA)e*pvol^ = / \nde\'^yoW. 
Jo Jo Jo Jo 
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On en deduit que fidO G L si fxdO G L . Posons maintenant (5 = jldO + /32 G 
et 73 = 7 — d$. Alois idtlz = et (^73 = 0, d'ou -^9^73 = 0, ce qui 
implique que 73 est une 2-forme sur la tranche independante de t. On ecrit 
alors 73 = /33A(i^+74, avec (5^ et 74 des formes sur la tranche, independantes 
de t telles que ixgP2, = et ixgli = 0- 

On dira que X est un champ de vecteurs horizontal sur B s'il est in- 
dependant de t et si p*X (ou p : la x CP^ —>■ B est le revetement universel 
riemannien associe au bout parabolique) est un champ de vecteurs tangent 
au facteur CP^ invariant sous Taction de r. Si X est un champ de vecteurs 
horizontal, \X\g et \Cx^o)F^ \g sont uniformement bornes ; le volume etant 

fini, ceci implique que 
Posons 

U{t)= I {ixi)Ayof^\ 

J{t}xN 

et 

V{t)= [ {ixdP)Ayof^' = f CxP^yof^'= f PACxvof^'. 

J{t}xN JN JN 

Comme 7 G on a ix7 G ; de plus Cx^ol^^ et [3 sont dans L^. On 
pent done choisir des tranches ^ 00 de sorte que U{tk) — > et V{tk) — > 0. 
Mais 



U{tk) - V{tk) = / ix73 A vo^^ = / {ixh)de A vo^^ 

J{tk}xN JN 

est independant de k. Des que /33 7^ 0, on pent choisir X tel que cette 
integrale soit non nulle. Nccessairement on a alors (3^ = On en deduit que 
73 = 74 est une 2-forme sur la tranche independante de t telle que ixglz = 0, 
^73 = 0, d' ou Cxq^2, = 0. On en deduit en passant au revetement que p*73 
est une 2-forme Z-invariante sur le facteur CP^. 

En utilisant la cohomologie de De Rliam usuelle, on pent ecrire 73 = 
Avol + d/34, avec P4 une 1-forme sur CP . Si a2 — "1 £ Q, Taction de Z 
induite sur CP^ se factorise en une action de Zg. La 1-forme /?4 n'est pas 
necessairement invariante, mais quitte a moyenner sous Taction de Zg, on 
peut la supposer invariante de sorte que (3^ passe au quotient et /34 G L^. On 
a done demontre que 7 = avec P et (34 G L . 

Dans le cas oii 02 — 0:1 ^ Q, Taction de Z sur CP^ ne se factorise pas. 
Cette action est engendree par une rotation TZ^ donnee par r • [u : v] = 
|-^g2i7rai . ^g2«7r«2j^ d'auglc — 27ra. Comme a ^ Q, le groupe engendre par 
TZa est dense dans le groupe des rotations de meme axe. Par densite, 74 est 
invariante par toute rotation TZ^ de ce type. Puisque la forme volume vol'^''' 
est invariante par rotation, la forme exacte 73 — Avol'^'^ est egalement invari- 
ante par rotation. On en deduit comme dans le cas rationnel, en moyennant 
sur Taction de TZ^ pour (p G S^, une 1— forme P4 invariante par rotation telle 

que 73 — Avol" = d^^. En particulier, jS^ est invariante par r et passe au 
quotient. □ 

Cas des S-formes. Une 3-forme sur le bout parabolique se decompose en 
n = dt A{/3 Ade + Avol"') + n2, ou /3 et J^2 verifient ia^P = ia^P = et 
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idt^2 = 0- On cherche des «primitives» de /? et A en posant P = pdt et 
A = /q Xdt dans le cas de formes a support compact. D'apres le lemme 3.4, 

/ 1/3 A de\\ol^ < -2 / \{dtP)e^\\oW = -2 / 1/3 A dd\'^yoW, 
Jo "■0 Jo Jo 

/ |Avol"^|2vol^ = / lApvoF < / \dt~X\\ol = / lApvoF, 

ce qui donne un sens a /3 A d0 et A dans pour A et /3 A d0 G L^. On en 
deduit une 2-forme definie par oj = PAde + Xvof^ , telle que D,^ = Q — dw 
verifie ia^f^a = 0, par definition de lo. Alors Cg^i^s = {doig^ + ig^ o d)^}^ = 0, 
done O3 est une 3-forme independante de t sur la tranche A/' ~ 5^ x CP^ 
du bout parabolique. On pent done I'ecrire fl^ = jidO A vol'^''" , ou ji est une 
fonction independante de t. 

S'il existe une fonction / constante suivant dt et Xq, telle que f ^id9 A 

, on a alors une contradiction : /, \df\ sont bornees car / ne depend 
que du facteur CP^ . On en deduit que / et dj sont puisque nous sommes 
en volume fini. Maintenant 



{t}xN J{t}xN J{t}xN J{t}xN J{t}xN 

et nous pouvons choisir des tranches telles que J^^ /J7 et J^^ df Alo tendent 
vers 0. Par ailleurs /i^jxat ^st independante de t d'ou une contradiction. 
Par consequent /i est orthogonale aux fonctions constantes suivant ce qui 
entraine I'existence de jl telle que Xq • ji = 11. Comme fiYol^^ est bornee, 
done L^, on en deduit que VL = d{u) + fxYof'^ ) est exacte au sens de la 
cohomologie sur le bout parabolique. □ 

Cas des A-formes. Une 4-forme sur le bout parabolique s'ecrit 7 = 
ndt A dO A Yof''^ , avec /idO G L^. Nous avons deja demontre (cf. cas des 
2-formes) qu'il existe une fonction fi definie sur le bout parabolique telle que 
fldO G I/^ et dtjl = IJL. On en deduit ^7 = 7 avec 7 = fxdO A Yof''^ G , d'ou 
le resultat. □ 



3.3. Convergence des formes harmoniques. Dans tout le §3.3, on sup- 
pose que les poids des bouts paraboliques de M verifient la condition a = 
a2 — CKi G Q par souci de clarte. Puis nous reviendrons plus tard sur le cas 
irrationnel (cf. §4.4) pour lequel on a des resultats analogues. 

3.3.1. Inegalites de Poincare pour les fonctions. Les lemmes 3.2 et 3.4 nous 
permettent facilement d'obtenir une borne inferieure uniforme sur la pre- 
miere valeur propre du laplacien des metriques gj pour les fonctions (cf. 
[Bi2] corollaire 4.3). 

Lemme 3.9 (Inegalite de Poincare). Supposons que M possede des bouts 
paraboliques verifiant la condition a = a2 — ai G Q. Soit g une metrique 
asymptotique au modele local g et soit gj la suite d'approximations de g 
lisses sur M . II existe une constante c > 0, independante de j, telle que pour 
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toute fonction f sur M verifiant j]^ /voF^ = 0, on ait 

I \df\\o\^^>cj |/|\ol*-, 

JM JM 
les normes etant prises par rapport a la metrique gj . 

On en deduit I'inegalite de Poincare a la limite : 

Corollaire 3.10 (Inegalite de Poincare). Soit g une metrique asymptotique 
au modele local sur M . II existe une constante c > telle que pour toute 
fonction f G L\{g) verifiant fvoV = 0, on ait 



f Id/I'vol^ > c / |/|\oF. 

JM JM 



Demonstration. — On applique le corollaire 3.9 a hj = (1 — Xj)(/+Cj), ou cj 
est une constante choisie de sorte que / hjvol* = 0. On en deduit le rcsultat 
en passant a la limite. Comme nous le verrons au §4.4, cette demonstration, 
dans laquelle nous avons fait implicitement I'hypothese a2 — ai G Q, s'etend 
meme si cette condition n'est pas verifiee. □ 

Remarque : Cette inegalite de Poincare permet classiquement de develop- 
per la theorie de Hodge des 1-formes ^-harmoniques L^. On en deduit que 
toute classe de cohomologie de H]^2(-^) admet un unique representant g- 
harmonique L^. 

3.3.2. Convergence des 1-formes harmoniques. L'inegalite de Poincare du 
lemme 3.9 sur les fonctions permet maintenant de demontrer le resultat suiv- 
ant. 

Proposition 3.11. Soit une classe de cohomologie h G Hpj^(M). La suite 
jj de ses representants gj -harmoniques sur M converge au sens C°° sur tout 
compact de M vers le representant g-harmonique de b. 

Plus precisement, il existe une constante c > 0, telle que si I 'on choisit 
un representant d support compact de b, et qu'on ecrit 7j = /3 + dfj, ou 
fj est une fonction sur M verifimit fj^^ fjvoV^ = 0, alors fj converge sur 
tout compact de M vers une fonction f G L\{g) telle que 7 = (5 + df soit 
g-harmonique, 



I 

Jh 



/vol^ = 0, et\\f\\j^. <cm\mgy 
M ' 

Demonstration. — Le representant ^j-harmonique de b s'ecrit sous la forme 
7j = /3 + dfj , ou fj verifie 

JM 

d'apres le lemme 3.9, 

c j \fj\\oW^ < J \dfj\\oW^ = -J /,d*^7?voP^ =-J {dfj,P)voV^, 
et d'apres l'inegalite de Cauchy-Schwarz, on en deduit un controle 

V^II/jllL2fe) < WdfjWmgj) < WPh^gj)- 
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Comme (3 est a support compact, il est clair que ||/9||L2(gj) = ||/?||L2(g) pour 
j suffisamment grand. Sur un compact if de M la norme L\ de fj est done 
uniformement bornee. Quitte a extraire une sous suite, on pent supposer 
que fj converge sur tout compact de M vers une limite faible / G L\{g) qui 
verifie 

Vc\\f\\L^^g) < miLHg), WdfhHg) < WPhHg), f = -d*^P, [ /voF = 0. 

Jm 

Seule la dernicre identite n'est pas cvidente : on sait que / G et que 
ll/illL2(gj) uniformement bornee; d'apres le lemme 3.2, on pent done choisir 
un compact K de M suffisamment grand, tel que 



/ 



|/|vol^ < vol^(M\if): 



/ 



M\K 

/,VOl^^ 



I M\K 



l/rvolM <e, 



M\K 



< vol»^(M \ K)2 \\fj\\L2^g^) < e pour tout j. 



Par compacite de I'inclusion , (fj) converge vers / au sens L^-fort 

sur K. Alors 



/ /voF = lim / fjVoV^ = - lim / fjVoV^ 

JK Jk Jm\K 

d'ou I Jj^ /voF| < e. Maintenant, 



/voF 



M 



< 



fvoV 



K 



+ / |/|voF < 2€, 

^M\K 



d'ou /vol^ = 0. 

Par regularite elliptique la convergence est en realite C°° sur tout compact 
de M. Finalement 7 = (5+df est une 1-forme ^-harmonique Lp' qui represente 
la classe de cohomologie definie par 6 en cohomologie L? d'ou le resultat. □ 

Comportement a I'infini. Nous avons egalement un controle pres de I'infini 
sur les 7j de la proposition 3.11 a I'aide du lemme suivant : 

Lemme 3.12. En reprenant les notations de la proposition 3.11, pour tout 
e > 0, il existe un T suffisamment grand tel que 



I 

Jt>T 



|7pvol^ < e et 



t>T 



I7i 



,f voF^ < e. 



Demonstration. — Reprenons la demonstration de la proposition 3.11 ainsi 
que ses notations. Par hypothese, /? est a support compact, done pour T assez 
grand, on a 7^ = /3 + dfj = dfj d'ou 



[ |7jf vol^^- = / |d/,f vol»^-. 

Jt>T Jt>T 



En integrant par parties, il vient 



/ \dfj 
Jt>T 



dfj A *jdfj 



J ' 

Jt>T 

I fj *j dfj + / ( 
Jt=T Jt>T 



d{fj *j dfj) - 

t>T 



fjd *j dfj 



t>T 
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Comme nous nous sommes place hors du support de /3, fj = fj + 
d*^P = ASjjj = 0, d'ou 

/ \dfj\\oV^=[ fj*jdfj. 
Jt>T Jt=T 

Le meme calcul reste valable pour la limite 7 = P+df car f ^ L\. Choisissons 
un T sufRsamment grand, de sorte que j^-^rp |ci/pvoF < e/2. Alors comme fj 
tend vers / au sens sur tout compact on a 




f * df pour j — ^ 00 



soit 

pour j — ^ 00 

Jt>T Jt>T 
dont on deduit le lemme. □ 



3.3.3. Inegalite de Poincare pour les 1-formes. Afin de demontrer un rcsultat 
de convergence des 2-formes harmoniques (cf. prop. 3.17) analogue a celui 
des 1-formes, nous commengons par demontrer la proposition suivante : 

Proposition 3.13. Supposons que M soit une variete avec des bouts paraboliques 
verifiant la condition a G Q. Soit g une metrique asymptotique au modele lo- 
cal et Qj la suite d' approximations associee. II existe une constante c > telle 
que pour toutes les metriques gj, et toute 1-forme orthogonale aux formes gj- 
harmoniques, on ait : 

[ (|d/3|2 + |d*^73|2)vol* >c / |/3|\oF^ 
Jm Jm 

les normes etant prises par rapport a la metrique gj. L 'inegalite est egalement 
verifiee pour la metrique g et toute 1-forme /3 G L\{g) orthogonale aux formes 

g-harmoniques L^. 

Remarque : Cette inegalite permet de developper la theorie de Hodge 
pour la metrique g dans le cas des 2-formes. Ainsi, toute classe de H^2(-^) 
admet un unique representant 5-harmonique L^. 

Nous avons besoin d'un lemme preliminaire avant de commence la demon- 
stration. 

Lemme 3.14. Soit g un modele local de metrique dont les bouts verifient la 
condition de rationalite. II existe une constante T suffisamment grande telle 
que pour toute metrique g = g ou gj, et toute 1-forme /? sur \t\, 12] x N avec 
ti,t2 > T , on ait : 

hlf \P\^Yo\ + ho [ m^vol^ < [ (|V/3p + Ric(/3,/3)) vol, 

J[ti,t2]xN Jd[ti,t2]xN J[ti,t2]xN 

les normes etant prises par rapport a la metrique g. 

Demonstration. — Soit g une metrique de la forme g = dt'^+gt, sur [ti, t2] x 
N. On decompose les 1-formes en /? = fdt -\- jJL, avec ig^/x = 0. Alors la 
connexion de Levi-Civita se decompose en V/3 = dt®'WQ^j3-\-V\j^j3, on 
est la restriction de V/3 a une section de T*N ® ^^^([ti,t2] x N). Calculous 
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ce terme plus precisement : notons V'^ la connexion de Levi-Civita induite 
sur N par g et la differentielle suivant la tranche, alors 

V|jv/3 = d^f (^dt + fV\Ndt + V^n + dt, 

or V\Ndt= {.,V\Ndt) = -{V\N.,dt) = -I, done 

Vp = dt0 VaJ + {d^f + 0dt-fl + V^ii. 

Appliquons ce calcul dans le cas ou g est egale au modele local g, ou a gj. La 
metrique gt sur la tranche N c:: x CP^ s'exprime en prenant par exemple 
la coordonnee u de projection stereographique definie par v = 1, 

(20) gt = cpHt)de^ + ^("^ , , \du - iaudef ; 

+ \u\ ) 

la deuxieme forme fondamentale est donnee par 

^ = -2^* = -^^'' ^ ^=2*'^^ = -2^;d^ = -2V 

En notant = f2'pd9 + r] avec i^'o^ = et dP^^ f la partie de d/ orthogonale 
a dO et df, la connexion de Levi-Civita sur la tranche est egale a 

v^^ = i^-^Xe ■ f2)^de cpde + (d"' /s) ifde + (^d^ ® (>c^-i;t,??) + 

Finalement on peut ecrire 

VP = dt^ VdtP + if'^^e ■ f + f2)^de ®dt + {if-^Xe ■ h - D'pdO ipdO 
+ ^dt+ {dR'f2) ® fdO + ^de ® (C^-iXeri) + V"\, 

or Ric» {P,P) = Ric"' (r/, r?) - (5* V/<^) ( I / P + 1 /2 , ou Ric^^' est la courbure 
provenant de la metrique de Fubini-Study ; on en deduit I'inegalite suivante 
en faisant une integration par parties sur la tranche avec le terme en IV"'''" r]\^ 
et en en utilisant le fait que par construction —tp^^d^if > —1. 

(21) / |V/?p + RicnA^)> / |Va,/3p + |<^-iA',-/|2 + |<^-i^,./2|2 
Jn Jn 

+ 2{p-'Xe ■ f,f2) - 2{f,^-'Xe ■ f2) + \d^^' f\' + \d^^'f2?. 

Nous aliens maintenant montrer que les termes mixtes de (21) sont con- 
troles. En integrant par parties sur N il vient 

/ {if-^Xe ■ f, /2)voF = -/{/, cp-^Xe ■ /2)vol^ ; 
Jn Jn 

des que / ou /2 est constante suivant Xq, ces integrales sont nuUes et on 
conclut a I'aide du lemme 3.4. On supposera a partir de maintenant que 
/ et /2 sont orthogonales aux fonctions constantes suivant Xq. Dans le cas 
d'un bout parabolique dont les poids verifient la condition de rationnalite, 
le champ de vecteurs Xq est periodique et donne une structure de -fibre. 
Dans le revetement a q feuillets p« : A* , x CP^ ^ B, les orbites de Xo 

a/ q 

correspondent aux cercles centres en de ^^/g- 
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En utilisant la decomposition en serie de Fourier sur ce revetement local, 
/ = X^jfc Cfee*^'^/^, on volt que la condition d'etre orthogonale aux constantes 
se traduit par cq = 0. Alors 

Jn Jn^ Q Q Jn 

d'ou 

Puisque if{t) < e * —> 0, on en deduit que pour t suffisamment grand, les 
termes mixtes de (21) sont tres bien controles par les termes en \ip~^X0 ■ /p 
et \<p-^X0 ■ Zap, d'ou 

/ |V/?p + Ric^(/3,^)> / 
Jn Jn 

et le lemme 3.4 nous permet de conclure. □ 

Remarque : les hypotheses que nous devons faire dans ce lemme sur la 
metrique sont assez faibles ; par exemple, la courbure positive du facteur CP"*^ 
n'intervient pas. On peut ainsi aisement corriger au passage la demonstration 
de I'inegalite de Poincare sur les 1-formes de [Bi2], ou une erreur s'est glissee 
dans les termes mixtes de la formule de Bochner du lemme 4.5. 

Ce lemme reste vrai (en modifiant legerement les constantes) si Ton rem- 
place g et gj par une metrique asymptotique au modele local g et ses ap- 
proximations gj. 

Corollaire 3.15. Soit g une metrique asymptotique au modele local g. II 
existe des constantes T,c> telles que pour toute metrique g ou gj, et toute 
1-forme (3 sur [ti,t2] X N avec ti,t2 > T, on ait : 

hi [ vol + /io / |/?|' vol^ < c / (|V/3p + Ric(/3,/3)) vol. 

^[ti,t2]xAr Jd[ti,t2]xN J[tiMx'^ 

Demonstration. — Comme les metriques gj et gj sont egales pour t > 
J ' + ^ il nous suffit de verifier le corollaire pour la metrique g. II faut voir 
que I'inegalite est perturbee lorsque on passe de g k g par des termes en 
e(r)0(||/3||^2), avec e{T) — ^ quand T — ^ 00. Ce n'est pas completement 
evident pour les termes de bord ; pour la metrique g 

[ \P\\ol^' = [ - 2h\pf voF 

Jt' Jt<t' 

et on en deduit le corollaire. □ 

Nous avons maintenant fait un premier pas dans la demonstration de la 

proposition 3.13 grace au corollaire suivant : 

Corollaire 3.16. // existe une constante c> etT suffisamment grand, tels 
que pour toute 1-forme lisse (3 sur le bout parabolique compactifie B nulle en 
t = T on ait 

(22) / + \d*^P\'^) voF^ > c / i/?|^vol*, 

Jt>T Jt>T 
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les normes etant prises par rapport a la metrique gj . Cette inegalite est egale- 
ment valahle pour la metrique g, et pour une 1- forme P € L^{g) definie sur 
B et nulle en t = T. 

Demonstration. — On applique le corollaire 3.15 sur [T,Tj] x N pour la 
metrique gj. Le terme de bord est nul par hypothese pour t = T. II est nul 
egalement pour t = Tj car le volume de cette tranche est egal a 0. Dans 
le cas de la metrique g on fait tendre Tj vers I'infini et le terme de bord 
correspondant tend vers car [5 ^ L\. On en deduit le corollaire par la 
formule de Bochner A = V*V + Ric en integrant par parties. □ 

Demonstration de la proposition 3.13 . — supposons la proposition fausse ; 
on en deduit une suite de 1-formes f3j est orthogonales aux formes ^j-har- 
moniques telles que Wj\\L^{g^) = 1, 1^2(3^.) ^ et ||(i*^7?j||/,2(^^,) 
0. Puisque ||L2(g^-) est bornee on peut en extraire une limite faible /3 G 



Li{g) sur tout compact de M. La limite verifie necessairement ||(i/3j||2:,2(g) = 
||ci*f /3||^2(g) = et ||/3||^2(g) = 1 ; /3 est done g-harmonique. 

Montrons maintenant que (3 est orthogonale aux formes 5-harmoniques . 
Soit 7 une 1-forme 5-harmonique L?' et 7^ les representant gj harmoniques 
de [7]. On decompose I'integrale 



(23) 0= / (/3,-,7,)voF^= / 

JM J A 



M\{t>T} Jt>T 



et on ma j ore 



lt>T 

De meme, 



< m 



t>T 



J 

Jt>T 



|7,fvol^^ 



/ (/3,7)vol^ 

Jt>T 



< mh(g) I iTpvol^ = / l7pvol^. 

'-^ Jt>T 



t>T 



D'apres le lemme 3.12 choisir un T sufRsamment grand tel que 



/ ( 

Jt>T 



t>T 



< e. 



D'apres (23), on a JM\{t>T}^f^j^^3^^^^^^ — ^- ™ compact 7^ — >■ 7 et 
Pj — > /3 au sens L^-fort par compacite de I'inclusion Lf L2 ; en faisant 
tendre j vers I'infini 



/ 

JM 



lM\{t>T} JM\{t>T} 

et il est facile d'en deduire que (3 est orthogonale a 7. Finalement /3 est a la 
fois harmonique et orthogonale aux formes harmoniques done /? = 0. 

Nous allons voir maintenant que nos hypotheses impliquent une contra- 
diction. Choisissons un T > sufRsamment grand afin d'etre dans le cadre 
du corollaire 3.16. Soit xit) une fonction cut-off valant 1 sur le compact 
M \{t >T} et hors d'un compact. Alors on decoupe les Pj en 
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afin d'appliquer 3.16 a (1 — x)Pj ■ 

Puisque, Pj converge vers /3 = au sens L^-fort sur tout compact de M et 
que par hypothese ||L2(pj) et ||d*J73j||x,2(^^.) tendent vers 0, il en resulte 
que ll/Sj ||L2(gj) tend vers 0, ce qui contredit Thypothese ||/?j||L2(gj) = 1- 1^ 

3.3.4. Convergence des 2-formes harmoniques. Comme dans le cas des 1- 
formes, on va utiliser I'inegalite de Poincare du lemme 3.14 afin d'etudier la 
convergence des representants g'j -harmoniques d'une classe de cohomologie 
fixee. 

Proposition 3.17. Soit une classe de cohomologie b G H^j^(M). La suite 
7j de ses representants gj -harmoniques sur M converge sur tout compact de 
M vers un representant g-harmonique L2 de b. 

Plus precisement : soit un representant w de b egal a Avol'^'^ pres de 
I'infini sur le bout parabolique de M (avec A G On ecrit alors 7j = 
w + dPj, oil 13 j est une 1- forme lisse sur M orthogonale aux formes gj- 
harmoniques et telle que d*^ Pj = 0. Alors Pj converge sur tout compact de 
M vers une 1- forme /3 dans L\{g) orthogonale aux formes g-harmoniques L^, 
telle que ^ = w + dp soit g-harmonique, d*''P = et WPWif ^ c||u;||2,2(g), 
o« c > est un constante fixee. 

Demonstration. — L'ecriture de 7^ sous la forme uj+dfij releve de la theorie 
de Hodge elementaire sur M et du lemme de Poincare 3.5. On remarque 
dans un premier temps que la forme vol'^'^ est harmonique relativement aux 

metriques g et gj. On en deduit le lemme suivant pour le metriques g et gj : 

Lemme 3.18. Quel que soit e > 0, il existe T suffisamment grand tel que 
[ |d*«voF'|2vol^<e et [ |d*^vol"' | < e. 

Jt>T Jt>T 

Par hypothese, jj = w + dPj est g'j -harmonique, done d*^dPj = —d*^w. 
En integrant contre Pj, puis par inegalite de Cauchy-Schwarz, il vient 

WjWhig,) = {Pj,d*^j)YOW^ < \\Pj\\L2^g.-j\\d*^w\\L2^g.^ ■ 

par I'inegalite de Poincare de la proposition 3.13, on en deduit que 

D'apres le lemme 3.18, ||c?*^ i(;||^2(g^.) est uniformement bornee, ce qui entraine 
que ||/?j||L2(g^.) puis que ||d/3j||i2(g^.) sont uniformement bornees. Comme de 
plus d*3 Pj = 0, on en deduit que ||l2(-^^-) est uniformement bornee. A 
partir de la, on pent extraire une limite faible /? G de Pj sur tout compact 
de M et terminer la demonstration comme dans le lemme 3.11. 

Seul le fait que la limite P soit orthogonale aux formes ^-harmoniques 
n'est pas completement evident. Fixons une classe de cohomologie b G 
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Hj;^2 (M). Soit LOj la suite de ses representants ^j— harmoniques et uj le represen- 
tant 5— harmonique L^. Nous allons voir que 



(24) 



puisque la suite de gauche est identiquement nulle par hypothese, on en 
deduira que 7 est orthogonale a toute forme g-— harmonique L^. A ce point, 
nous avons besoin d'un nouveau lemme technique : 

Lemme 3.19. Pour tout e > 0, et toute classe de cohomologie b G lij^2{M), 
il existe un T suffisamment grand tel que avec les notations de 3.17, on ait 

/ |7|\oF <€, et / |7jfvoF^ < e. 

Jt>T Jt>T 

Demonstration du lemme . — En utilisant le lemme 3.18, on en deduit 
pour tout e > 0, que pour T suffisamment grand, on a 



\d*'w\'^vol^' 



t>T 



1/2 



< 



pour tout j. 



En integrant par parties, il vient : 



(25) 



/ \dpj\\oV^ = -[ {d*^w,(3j)vo\^^ + [ f 

Jt>T Jt>T Jt=T 



Pj A *jdPj, 



lt>T 

d'ou la majoration 



/ 

Jt>T 



\d(5j\\oV^ < 



t>T 



{d*Jdl3j,pj)Yol^i 



+ 



(3j A *jd(5j 



t=T 



^ \\f^j\\L2(gj) 



\d*^w\\oV^ 

t>T 



1/2 



+ 



I3j A *jdl3j 

t=T 



e 

^2 + 



13 j A *jdpj 

t=T 



Puisque (3j converge vers /? au sens C°° sur tout compact de M, le terme 
It=T l^i ^ converge vers J^^j, (3A*d(3 lorsque j tend vers I'infim ; comme 

P G L\{g), en utilisant la formule (25) pour la metrique g et le lemme 3.18, on 
pent choisir une tranche t = T pres de I'infini telle que | J^^j'P ^ *dj3\ < e/4. 
Done pour j suffisamment grand | Jf^j' Pj A *dPj\ < e/2, d'ou le lemme. □ 

Fin de la demonstration de la proposition 3.17 : comme ||/3j||i,2(g^.) est 
uniformement bornee, on pent choisir d'apres le lemme 3.19 un compact K 
tel que 



(7„/3,)voF^ 

M\K 



|7j|2voF^ 

M\K 



1/2 



e 

< - 
- 2 



avec de plus /M\ii:(7i! /^j)^^!^^ — f- decoupe les integrales de (24) en 
deux morceaux suivant M \ ou on a le controle ci-dessus et suivant K ou 
la convergence de ujj et de 7^ est C°° ; on en deduit facilement (24). □ 

Convergence a I'infini. Les representants g'j-harmoniques 7^ et cOj de deux 
classes cohomologie fixees de H|2(Af) convergent sur tout compact de M 
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vers les representants y-harmoniques L^, 7 et lj. Une autre consequence 
interessante du lemme 3.19 est la suivante : 

(26) / (7j,ci;j)voF^' — *■ / (7,a;)voF lorsque j 00. 



L'etoile de Hodge associee a g induit un decomposition des 2-formes g- 
harmoniques L? en leur partie autoduale et anti-autoduale. On en deduit 
la decomposition correspondante de H^j (-^) en 

(27) H2 2(M) = eiJ-s. 

Par ailleurs nous avons les decompositions usuelles pour les metriques gj sur 
la variete compactifiee M 

H^j^(M) = ®H-i. 
De (26), on deduit alors le coroUaire suivant : 

Corollaire 3.20. Soit une classe de cohomologie b E H^jI-^); alors 

Demonstration. — Soit (7^) les representants ^j-harmoniques de 6 et 7 le 
representant g'-harmonique L^. Soit (7^)j les representants ^j-harmoniques 
de 6"'". Par la proposition 3.17, la suite (7"*")^ converge sur tout compact 
vers son representant ^-harmonique qui est par hypothese 7"^. Parce que les 
metrique gj convergent vers g sur tout compact on en deduit que — >■ 7"*" 
sur tout compact. Alors pour toute classe de cohomologie a G H|2(Af), en 
notant loj la suite de ses representants (/j-harmoniques, on a 

(6+ - 6+0 • a = [(7+),- - 7^^] • K-] < ll(7+), - lp\\L^(g,)MLHg,y 

D'apres la proposition 3.17, ||ci;j||^2(g^.) est borne; on en deduit que (6+ — 
b'^i) • o ^ d'apres (26). Puisque le cup produit est une forme quadratique 
non degeneree, ceci implique que 6+ — 6+^ tend vers dans ill2{M), d'ou le 
corollaire. □ 



4. Equations de Seiberg-Witten 

Soit M une surface complexe a bouts paraboliques munie d'une metrique 
g asymptotique au modcle local g. Notis commengons par expliquer comment 
generaliser la demonstration de LeBrun [L] a ce cadre de volume fini au §4.1, 
puis comment obtenir une solution des equations de Seiberg-Witten pour g 
par un procede de convergence au §4.3 dans le cas oii les poids des bouts 
paraboliques verifient la condition de rationalite. 

4.1. Equations de Seiberg-Witten et bouts paraboliques. La surface 
complexe M est munie d'une structure spin'^ canonique de fibre determinant 
L = avec les fibres de spineurs 

W+ = A°'°M © A°'2m et W- = A°'^M 



munis d'une action de Clifford de TM. 
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Soit g une metrique asymptotique au modele local sur M et A une conne- 
xion unitaire sur M. On en deduit un operateur de Dirac et les equations 
de Seiberg-Witten s'ecrivent : 

BaiP = 

(28) F+o = qii;), 

ouip ^ r(l'F+) et q{^l^) est la partie dans trace de rendomorphisme ipfSitp* . La 
courbure est une forme imaginaire autoduale et agit par multiplication 
de Clifford comme un endomorphisme hermitien sans trace, ce qui donne un 
sens a la deuxieme equation. 

4.1.1. Connexions L\. Sur les bouts paraboliques de Af, le modele local de 
metrique kahlerienne g induit une connexion A sur le fibre anti-canonique 
KJ^ que I'on etend par partition de I'unite au fibre tout entier. On definit 
alors la classe de Chern du fibre anti-canonique de M comme la classe 
de cohomologie de H|2(-Af) 

(29) L^ci = ^ [F^] . 

Si A est une connexion sur K^j^ telle que A = A + a avec a et da G L^, alors 
L^ci = ^[-^^]- En particulier si g est une metrique de Kahler asymptoti- 
que au modele local sur les bouts paraboliques de M, elle induit alors une 
connexion A^ sur K]^ telle que A^ - A e Lf d'ou L^ci = ^[Fab]- 

4.1.2. Un lemme clef. Le lemme utilise par LeBrun dans [L] pour demontrer 
le theoreme 2.4 a un analogue dans notre contexte de volume fini a condition 
de faire des hypotheses de regularity a I'infini sur la solution des equations 
de Seiberg-Witten (28). 

Lemme 4.1. Supposons que les equations de Seiberg-Witten non perturbees 
(28) sur M , associees d une metrique asymptotique au modele local g, ad- 
mettent une solution [A, tp) telle que ^ 0, A = A -\- a, avec a e Ll, et 
tjj e Lf. Alors 

327r2 9 - V W 

En outre, le cas d'egalite est realise si et seulement si = et s = cste < 
0. Dans ce cas, g est une metrique de Kahler relativement a une structure 
complexe J induite par la metrique g et la forme de Kahler F^/-\/2\F^\. 

Demonstration. — Identique a celle a celle des surfaces compactes, basee 
sur la formule de Lichnerowicz (cf. [L]), car les hypotheses de regularite sur 
{A, ip) nous permettent de faire les integrations par parties. □ 

4.2. Demonstration du theoreme 2.4. Dans tout le §4.2, M = P(<S)s est 
une surface reglee obtenue a partir d'un fibre parabolique £. Pour simplifier, 
on supposera que M possede au moins un bout parabolique et on se referera 
a [BB] et [L] pour les demonstrations dans le cas compact. 
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4.2.1. Une antipodie sur M. Soit h la metrique hermitienne sur £ adaptee 
a la structure parabolique qui nous a permis de construire le modele local g. 
On en deduit une metrique de Fubini- Study sur chaque fibre de M et une 
antipodie ^ : M ^ S, qui a chaque point d'une fibre de M associe le point 
diametralement oppose. L'antipodie ^ est clairement une involution du fibre 
M — > S renversant I'orientation et une isomctrie pour le modele local de 
metrique g ; on deduit de cette derniere propriete que si g est asymptotique 
au modele local, alors ^*g est egalement asymptotique au modele local et 
que ^ agit done sur la cohomologie H*2(M). 

Lemme 4.2. L'antipodie ^ agit sur H^jC-^) en echangeant les facteurs de 
la decomposition 

h2,(M) = H+ (M)©H-,(M). 

Demonstration. — Comme ^ est un diffeomorphisme de M qui renverse 
I'orientation, on en deduit que pour des 2-formes L^, 71 et 72, 

/ Cli A ^72 = - / 71 A 72. 
JM JM 

Done pour a,b E H|2(-^), on a ■ = —a ■ b; autrement dit ^ ne fait 
que changer le signe de la forme d 'intersection. En utilisant le fait que ^ est 
une involution, on en deduit que a ■ = 0. Puisque nous sommes dans la 
situation = 62 = 1, cette derniere identite implique le lemme. □ 

Corollaire 4.3. Les metrique g et ^*g definissent la meme decomposition 
nl^iM) = H+ (M) ® H-2(M). 

Demonstration. — Soit une classe de cohomologie a G H^KM). D' apres 
le lemme 4.2, G H^|(M); soit 7 le reprcsentant L^, (/-harmonique 
anti-autodual de ^*a. Alors ^*7 represente a et c'est une forme L^, £^*g- 
harmonique autoduale, d'ou a G H^|*''(M). Les autres inclusions se demon- 
trent de la meme fagon. □ 



4.2.2. Fin de la preuve. Void maintenant une proposition essentielle dont on 
deduit automatiquement que (M,g^) ~ E XpCP^ (cf. [L]). Par le theoreme 
de Mehta-Seshadri, il en resulte que S est polystable ce qui demontre le 
theoreme 2.4. 

Proposition 4.4. Sous les hypotheses du theoreme 2.4, le revetement uni- 
versel holomorphe riemannien de {M,g^) donne par^ X CP"*^, muni de sa 
metrique kdhlerienne standard d courbure scalaire constante s = 2(c — 1). 

Demonstration dans le cas ou s = 0. — On definit le nombre caracteris- 
tique 

a = /^7 ou 7 = -^[tr(i?^^Ai?^'^) 
En dimension 4, on en deduit que 



\W+\^ -\W-\^ vols 

M 
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OU sont les parties autoduales et anti-autoduales du tenseur de Weyl. 
Une surface kahlerienne est anti-autoduale si et seulement si s = ; Main- 
tenant, il est facile de calculer a : pour cela, on peut quitte a changer la 
structure holomorphe du fibre parabolique £^ — > S supposer que c'est un fi- 
bre paraboliquement stable. On en deduit une metrique de Kahler g obtenue 
par construction standard a courbure scalaire s = 0. Par la formule de trans- 
gression, a ne depend que de la classe de cohomologie representee par 7 
done 

Puisque g est un produit local de deux metriques de Kahler de courbure 
opposees sur des surface de Riemann, elle est done conform6ment plate et 
d'apres (30) il en resulte que a = 0. Finalement, on en deduit que W~ = 
pour la metrique g^ et qu'elle est elle aussi conformement plate. Or une 
surface kahlerienne conformement plate est ncessairement un produit local 
de deux metriques kahleriennes a courbures scalaires constantes opposees 
{Xi,gi) X (X2, 52)- En raison du comportement asymptotique de la metrique 
I'un des facteurs doit etre CP"^ et I'autre IHI^. □ 

Demonstration dans le cas ou s <0. — On commence par le lemme 

Lemme 4.5. Sous les hypotheses du theoreme 2.4 et en supposant que les 
equations de Seiberg-Witten non perturbees associees d la metrique g = ^*g^ 
ont une solution (Ajip) avec la regularity specifiee dans le lemme 4-1, on en 
deduit que le revetement holomorphe riemannien de M est egal d x CP^ 
muni de sa metrique standard. 

Remarque : la fin de cet article a pour but de la demontrer I'existence de 
la solution {A,(p) (cf. §4.3 et §4.4). 

La metrique de Kahler a courbure scalaire constante induit une con- 
nexion sur le fibre anti-canonique dont la courbure est harmonique et 
verifie 

avec CO la forme de Kahler de g^ ; on en deduit que L^c^ = ^[w] d'ou 

Par definition g = ^*g^, done par changement de variable s^voF = 
Jj^ s^vol^ ; en utilisant le corollaire 4.3 

2 +o\2 / 2 



En appliquant le lemme 4.1 dans le cas d'cgalitc, on en deduit que g est de 
Kahler relativement a une structure complexe J compatible avec I'orienta- 
tion de M. En prenant I'image reciproque de ces structures par ^, il vient que 
gK _ gg|. kahlerienne relativement a une structure complexe Ji = 
compatible avec I'orientation inverse de M. En notant Jo la structure com- 
plexe originelle sur M qui commute avec Ji on definit un automorphisme 
de carre 1 de TM donne par JqJi. On obtient une decomposition paral- 
lele de TM en Lq © Li suivant les espaces propres de JqJi. Finalement 
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le revetement universel holomorphe riemannien de (M, g) est un produit 
{Xi,gi) X {X2,g2)- Puisque la courbure scalaire de g^ est constante et que 
s{xi,X2) = si(xi) + S2(x2), on en deduit que si et S2 sont constantes. Main- 
tenant, en raison du comportement asymptotique de g^ I'un des deux fac- 
teurs doit etre a courbure sectionnelle —1 et I'autre a courbure sectionnelle 
c. □ 



4.3. Convergence des solutions des equations de Seiberg-Witten. 

Notre objectif est maintenant d'obtenir une solution non reductible aux 
equations de Seiberg-Witten (28) pour une surface complexe reglee a bouts 
paraboliques, car c'est un outil central dans la demonstration du theoreme 

2.4. Dans cette optique, nous montrons que Ton sait faire converger une 
suite de solutions des equations de Seiberg-Witten perturbees (32) pour les 
metriques gj, vers une solution des equations non perturbees (28) pour la 
metrique g = ^*g^. Plus generalement, le theoreme de convergence 4.7 s'ap- 
plique a toute metrique g asymptotique au modele local sur une surface 
complexe. 

Nous supposerons pour done pour I'instant que M est une surface com- 
plexe a bouts paraboliques verifiant la condition a2 — ol\ ^ Q. Nous expli- 
querons au §4.4 comment se passer de cette hypothese. Pour simplifier nous 
supposons en outre que M posscde exactement un bout parabolique, les de- 
monstrations s'etendant trivialement au cas de plusieurs bouts. Soit g une 
metrique sur M asymptotique au modele local g et g^ sont ses approxima- 
tions lisses sur la compactification orbifold M = MV^D,o\iD = CPV^g- 

4.3.1. Compactification du fibre . Rappelons que pres de D, on a revete- 
ment local a q feuillets de M donne par 

p'^ : Ia/{T^) X ^ IJir) X 

(x + iy, [u : i]) ^ {x + iy, [ue'''^''' : ve'"'^^'']), 

que Ton prolonge en un revetement ramifie p'^ : ^a/q ^ — >■ B tel que 
pi{{0} X CP^) = D. 

Le fibre en droites complexes [D] associe au diviseur D tel que Ci([Z)]) est 
le dual de Poincarc de D, est defini classiquement a I'aide de deux ouverts 
de trivialisation, I'un au dessus de M, I'autre au dessus de A„ /g X CP^ (dans 
le cas des orbifolds, il faut se placer sur le revetement local ramifie pour que 
la construction ait un sens). En utilisant les coordonnees (^ = x + iy, [u : v\), 
on recolle ces deux trivialisations par la fonction de transition p = e*^ qui 
est invariante sous Taction de "Lq et definit ainsi un orbifibre sur M . Notons 
que le fibre [D] restreint a M devient evidemment trivial. 

On construit sur [D] des connexions definies explicitement, en utilisant les 
notations de §3.1, par 

(31) Bj = d-ixj{dm)de. 

Ceci definit bien une connexion lisse sur [D] puisque dti^j = — 1 pres de [D] 
d'ou pBjp~^ = d pres de D. Alors la 2-forme wj = ^Fbj represente ci([Z']) 
et par construction, la suite de connexions Bj converge sur tout compact de 
M vers la connexion triviale. 
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Lemme 4.6. La dasse de Chern L? du fibre KjJ' se decompose en 

L'c^=c^{K-') + c,{[Dr'). 

Plus precisement, la connexion A sur s 'ecrit sous la forme A = C + a, 
oil a est une 1- forme L\{g) sur M et C est une connexion lisse sur le fibre 
L = ® dont la courbure verifie pres de D 

Fc = -icvof^\ 

avec c la courbure de la metrique de Fubini-Study. 

Demonstration. — Dans le revetement : A* x CP"*^ — B, la connexion 
de Chern sur le fibre anti-canonique se decompose en A^* (8) A^^ avec 
et A^^ les connexions de Chern sur les fibres tangents de A* et CP^. Mais 
A^* = d— dln{\dz\'^) = d — dhi{\z\^) — 51n(ln^ \z\) et le dernier terme est 
L\ ; on en deduit le lemme en utilisant la formule de Poincare-Lelong. □ 

4.3.2. Equations perturbees pour les metriques gj. La compactification M 
de M est une surface complexe ; elle est done munie d'une structure spin'' 
canonique de fibre determinant Lq = avec pour fibres de spineurs 

W+ = A°'°M e A°'^M et W = A°'^M. 

Notons que cette structure spin'' coincide avec celle des equations non per- 
turbee si on la restreint a M. 

Chaque metrique gj sur M induit un operateur de Dirac modulo le choix 
d'une connexion unitaire A sur Lq ; on definit alors les equations de Seiberg- 
Witten perturbees par 

DaV' = 

(32) {Fa-Fb,)^'^^ = q{^), 

oil E r[W~^). Le groupe de jauge Q = Map{M, S^) agit par 

/•(AV') = (^-2|,/V) 

sur I'espace des solutions des equations de Seiberg-Witten. D'apres le lemme 
4.6, [Fa — Fbj] = — 2z7rci(Lo (8) [-D]"-*^) = — 2?7rL^ci ; c'est precisement pour 
cette raison que nous avons perturbc les equations et peut alors extraire 
une solution des equations de Seiberg-Witten non perturbees associees a la 
metrique g grace au theoreme suivant. 

Theoreme 4.7. Soit g, une metrique asymptotique au modele local sur M , 
et soit gj les metriques sur M qui approximent g. Soit C, la connexion de 

reference sur L = Lq^[D]^^ deduite de la connexion A d I'aide du lemme 4-6. 
Supposons donnee une suite (Ajjtjjj) de solutions des equations de Seiberg- 
Witten perturbees (32) associees aux metriques gj. Alors, quitte a extraire 
une sous-suite et a faire des changements de jauge, les {Aj,^pj) convergent 
au sens C°° sur tout compact de M vers une solution (A, V') des equations 
de Seiberg-Witten non perturbees (28) sur {M,g) telle que : 

- A = C + a, oil a est une 1- forme L\{g), verifiant d*^a = 0. 
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4.3.3. Contrdle C°. Le premier pas dans la demonstration du theoreme 4.7 
est un resultat de controle uniforme sur ■0^ : 

Lemme 4.8. // existe une constante K telle que pour tout j et pour toute 
solution {Aj,ijjj) des equations de Seiberg-Witten perturbees associees a la 
metrique gj, on ait < K. 

Pour le voir il faut analyser la courbure de Bj qui est explicite. 

Lemme 4.9. La courbure de la connexion Bj verifie 

avec \Fj \ bornee independamment de j. 

Demonstration du lemme 4-8. — Par la formule de Lichnerowicz 

s*- , 1 

puis en utilisant les equations de Seiberg-Witten, il vient 

s* 1 , 1 
(33) ^X^A.i'j + -^i'j + ^F+.i;j + -qiiJj)i^j = 0. 

Rappelons que d'apres les lemmes 3.1 et 4.9, 

avec s^^ et \Fj \ uniformement bornoes. Par ailleurs {dt A ipjdO)^^ agit par 
produit de ClifTord sur avec des valeurs propres ±i, (p~^df(pj reste bornee 
superieurement mais pas inferieurement done I'equation (33) pent s'ecrire 
sous la forme 

ou sur le bout parabolique 

est un operateur dont les valeurs propres sont et —ipJ^Xj^t'^Vj- L'operateur 
lineaire Pj* est uniformement borne. II en resulte que la partie negative de 
ses valeurs propres de Pj + Pj reste bornee inferieurement. 

On pent maintenant demontrer le lemme en utilisant le principe du max- 
imum : si xo G M un maximum local de iV^jP, alors A^^ {\ipj\'^){xo) > 0. 
Or d'apres I'identite A9i{\^jj\'^) = 2Rc(V*i^ V,4,V'j, V'j) - 2|VA,V'jP, on en 
deduit qu'il existe une constante k > telle que 

> -K\4)j{Xo)\'^ + ^{q{tljj)i^j{Xo),ll^jixo)) = -Ac|V'j(xo)|^ + ^\4^j{xo)\'^, 

d'ou IV'j^xo)!^ < 4k. □ 
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4.3.4. Convergence des connexions. Notons Cj = Aj (g) la suite de con- 
nexions definies sur L. On utilise la jauge donnee par la connexion C de 
«reference» du lemme 4.6 et on ecrit 

Cj = C + /3j+fij, 

ou fij est une 1-forme ^j-harmonique, et Pj, une 1-forme orthogonale aux 
formes ^j-harmoniques. 

Convergence de la partie harmonique. D'apres le theoreme des coefficients 
universels, valable pour les CVF— complexes et en particulier pour les orb- 
ifolds, H^{M,'L) est un reseau de iJ^(M,M) et finalement le quotient 

est un tore compact. Par ailleurs, les composantes connexes du groupe de 
jauge Map{AI,S^) agissent comme le reseau iH^{M,Z) sur les classes de 
cohomologie de iH'^(M,R). O n en deduit que quitte a faire agir le groupe de 
jauge sur les solutions des equations de Seiberg-Witten (Ajji/jj), on pent 
supposer que les classes de cohomologie definies par /ij restent bornees ; 
quitte a extraire une sous-suite de {Aj,^pj), on pent done supposer que [nj] 
converge. D'apres la proposition 3.11, il en resulte que /ij converge au sens 
C°° sur tout compact de M, vers une forme ^-harmonique L^. 

Convergence de la partie orthogonale aux formes harmoniques. Pour com- 
mencer on pent quitte a faire des changements de jauge dans la composante 
connexe de I'identite, ce qui n'affecte pas I'argument precedent, on pent se 
placer dans une jauge de Hodge telle que d*^ Pj = 0. Puisque {Aj,jpj) est 
solution des equations de Seiberg-Witten, 

F^,' ={Fc + d/3j)+^ =q{^PJ), 

d'ou d'^^Pj = q{tpj) — Fq\ Le lemme 4.8 donne alors une borne sur 

q{tpj) et comme la connexion de reference C verifie Fc = Avol^''" pres de 
D, elle admet egalement une borne ; en utilisant le fait que le volume des 
metriques est uniformement borne par le lemme 3.2, on en deduit une borne 
uniforme sur ||c?"'"^/?j||j;,2(j^.). Sur une variete compacte 

nd^'Pj\\his,) = \m\\hig,y, 

alors, d'apres la proposition 3.13 

Finalement, Par consequent, ||L2(gj) est uniformement borne et on pent 
extraire une limite faible sur tout compact P G -^1(5) de Pj orthogonale aux 
formes 5-harmoniques et verifiant d*^ P = 0. 

En conclusion, les connexions Cj = C+fij+Pj convergent au sens L^-faible 
sur tout compact de M vers une connexion A = C+a avec a = n+P G Lj\{g). 
Par construction, Bj converge vers la connexion triviale sur tout compact de 
M ; on en deduit que Aj converge egalement vers C sur tout compact. 
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Convergence de la partie spineur. Comme dans la demonstration du lemme 
4.8, on ecrit la formule de Lichnerowicz sous la forme 

(34) = Da, V, = y*A, Va, V'i + {Pj + Pj)4^3 + ^^(V'i ) V'i , 

ou Pj est un operateur uniformement borne, et Pj* un operateur dont la partie 
negative des valeurs propres est uniformement minoree. Alors, il existe une 
constante k > telle que —{{Pj + Pj)''Pj,'4^j) < '^IV'jP '■> integrant sur M 
la formule (34) contre on obtient le controle 

||VA,V,lli2(,^^) < - 1 / IV'.f vol*- < nUjWh^g^y 

Des bornes uniformes sur ijjj et sur le volume des metriques Qj , on deduit 
alors une borne uniforme sur ||VAjV'illL2(gj)- On peut done extraire de tpj 
une limite faible sur tout compact if) telle que il),Vc'^ £ ^'^{d)- Finalement, 
{A, ij)) est obtenue comme une limite faible sur tout compact de solutions 
des equations de Seiberg-Witten perturbees {Aj,il)j). Or Bj tend vers la 
connexion triviale sur tout compact de M il en resulte que {A, i/j) est solution 
a la limite des equations de Seiberg-Witten non perturbees (28). 

Une fois ces controles Lf obtenus, un precede classique de bootstrap- 
ing utilisant I'ellipticite des equations de Seiberg-Witten modulo Taction du 
groupe de jauge montre que la convergence est en realite C°° sur tout com- 
pact de M (cf. [Mo]). 

4.4. Cas irrationnel. Nous allons maintenant expliquer comment generaliser 
le theoreme 2.4 dans le cas d'une metrique asymptotique a un modele Ba^'"^ 
dont les poids sent tels que vorifient 02 — O'l Q. Dans ce cas, le revetement 
p : la X CP ^ ;B ne se factorise pas (cf. lemme 2.5 et corollaire 2.6), la 
compactification naturelle du bout parabolique devrait etre un quotient par 
Z snr lequel nous ne disposons pas d'un theoreme de lindice approprie pour 
developper une theorie de Seiberg-Witten (cf. [Ka] pour les orbifolds). 

Pour eviter ce probleme, nous allons faire «bouger» les poids, afin d'obtenir 
des modeles verifiant la condition de rationalite et qui approximent g sur 
tout compact de M. En recollant g aux differents modeles g^ , nous en de- 
duirons des approximations par des metriques g^ ; par ce qui precede nous 
pourrons extraire des solutions des equations de Seiberg-Witten pour ces 
metriques que nous ferons converger a leur tour vers une solution des equa- 
tions pour la metrique g. 

4.4.1. Approximation dans le cas irrationnel. Rappelons que la construction 
du modele local se fait via le choix d'une metrique hermitienne 

et il apparait clairement que g depend de fagon du choix des poids sur 
un compact de M. On choisit done une suite de poids {a[, a^) qui tend vers 
(ai,a2), telle que — G Q et on note g^ le modele local associe. En 
reprenant les notations de 3.1.2, on pose 

9^ = {^ - Xj)9 + Xjff' ■ 
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On fait en sorte que les poids convergent suffisamment vite de sorte que les 
metriques soient tres proches de g au sens sur I'anneau j <t < j + 1. 

Remarque : la metrique g^ est evidemment asymptotique au modele local 
g^ et tout ce qui concerne le cas rationnel s'applique a elle. Par ailleurs, 
d'apres le corollaire 3.7, on a les isomorphismes 

via lesquels l?ci{M,g) = l?ci{M,gi) = ci{Kl}^ [Dj]'^). 

4.4.2. Convergence des 1 -formes harmoniques. On a une inegalite de Poincare 
uniforme pour les fonctions qui est I'analogue du lemme 3.9 : 

Lemme 4.10. // existe une constante c > 0, telle que pour toute metrique 
g^ et toute fonction f G Li{g^) verifi,ant Jj^ fvol^ = on ait 

I \df\\oV>'>cj 

JM JM 

Demonstration. — On refait la demonstration du lemme 3.9 a I'identique. II 
n'y a que deux points a verifier pour que les arguments s'appliquent bien : le 
lemme 3.2 est valable pour les metriques g^ et les constantes qui interviennent 
dans le lemme 3.4 ne dependent que de la constante /io qui est la meme pour 
toutes les metriques g^ , ce qui n'est pas difficile. □ 

On deduit du lemme 4.10 par une demonstration presque identique a celle 
de la proposition 3.11 I'analogue suivant : 

Proposition 4.11. Soit b G H^ziM) et 7y la suite de ses representants g^ - 
harmoniques L^. Alors converge au sens C°° sur tout compact de M , vers 
le representant g-harmonique de b. 

4.4.3. Inegalite de Poincare pour les 1-formes. Afin de generaliser les re- 
sultats de convergence obtenus pour les 1-formes dans le cas rationnel, on 
commence par montrer que la constante T du lemme 3.14 peut etre choisie 
independamment de la metrique g^ . Notons les approximations succes- 
sives suivant la methode exposee au §3.1 de chaque metrique on a alors 
le lemme suivant : 

Lemme 4.12. // existe une constante T suffisamment grande telle que le 
lemme 3.14 soit verifie pour toutes les metriques g = g,g-' ou gj,. 

Demonstration. — La seule modification a apporter dans la demonstration 
du lemme 3.14 concerne I'argument utilisant les series de Fourier : comme 

(4 - ai) = ^ ^ (as - ai) Q, 

ceci entraine que qj explose ; plus geometriquement, les orbites de Xg pour la 
metrique g limite ne se referment pas et s'enroulent sur un tore. Nous allons 
done raffiner I'argument en utilisant les series de Fourier sur le tore. 

En reprenant les notations de la demonstration du lemme 3.14 la metrique 
g s'ecrit en coordonnees locales sur le bout parabolique 

g = dt^ + ip^(t)d9^ + — — { .„.„ \du — iaud9\^ , ou a = 0:2 — cti • 
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En utilisant les coordonnees polaires u = pe*^^ , on calcule 

g = df + e-^^dO^ + J0^^ {Wf + pV^2 - OidQ\^) 

et = dd+adg^ - notons que {dO, dp, d62) est une base duale de {Xq, dp, de^). 
Les orbites de Xq s'enroulent sur les tores 

T(io, po) = {{t, p, 9, 62) /t = toetp = po}. 

suivant lesquels on ecrit la decomposition de / en serie de Fourier 

k,l 

on en deduit que 

X0-f = {de + ade,) ■ f = ^ick,i{k + al)e'^^'+''^\ 

k,l 

La difficulte dans le cas ou a est irrationnel provient du fait que I'ensemble 
des valeurs prises par k + la s'accumule en 0. Notons tout d'abord que 

Z — > 00 et A; — ^ 00 lorsque k + la ^ 0. 

Remarque : dans le cas de la metrique ^-^ , on a 02 — a{ = a-' = ^ q Q. 
Alors, pour tout K > 0, il existe un e > suffisamment petit, tel que pour 
j suffisamment grand on ait \k + a-'Zp < e ^ k,l > K. En effet, si cette 
assertion etait fausse, ceci impliquerait a G Q, ce qui est contradictoire. On 
verifiera en vertu de cette remarque que tout ce que nous dirons dans la 
suite de cette demonstration s'applique egalement aux metriques et ffj^ en 
choisissant j et k suffisamment grands. 

Maintenant 

do.-f = E'lck,ie'^''^''^^ 

k,l 

et puisque d'^^'' f = dg^ ■ f{d62 — ad9) + dp ■ fdp est une somme de termes 
orthogonaux, on en deduit que que 

(35) Id^^'ff > 4/c{p + l/pf\de, ■ > A/c\dg, ■ 

On decompose I'espace des fonctions sur le tore en I'espace des fonctions 
presque invariantes suivant Xg et son orthogonal 

Inv, = (e^('=^i+'^2) / \k + al\^ < e), Inv,^ = (e^(fc^i+'^2) / ^ < |fc + «^|2). 

Pour tout K > il existe un e suffisamment petit, tel que la decomposition 
de / G Inve en serie de Fourier s'ecrive 

/= E Ck,ie^^''^^'^\ 
k,l>K 



(36) 



d'ou / \de,-f\\oV'>K^ [ l/pvoF. 
Jn Jn 
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Revenons a I'inegalite (21) de la demonstration du lemme 3.14 : 

/ I V/?|2 + Ric^ (/?,/?)> / \Va,p\^ + \ip-'X0.ff + \ip-'Xe-f2f 
Jn Jn 

-4(/,<^-i^,./2) + |d"VP + M"V2p; 

on voit done que pour / G Inv^, le terme mixte — 4(/, (^"^-Yg ■ /2) est controle 
a I'aide de \^~^X0 ■ /2P et d'apres (35) et (36). 

Supposons / G Inv^. Alors 

/ \X0 ■ f\vol<^* > e [ 
Jn Jn 

d'ou / 193"^-^^ • /Ivol^* > €<p-^ [ |/pvol»*. 
Jn Jn 

Puisque <^~^(t) > e^* — ^ +00, on en deduit que pour t > T, suffisamment 

grand, le terme mixte est controle par \ip~^XQ ■ et \<p''^Xq ■ /2P. □ 

On en deduit I'analogue de la proposition 3.13 : 

Proposition 4.13. // existe une constante c > telle que pour iouies les 
metriques , et toute 1-forme (5 G Ll{g^), orthogonale aux formes g^ -har- 
moniques L^, on ait : 

[ \dp f + \d*^l3\'^ Yol<^' >c [ \p\\ol^'. 
Jm Jm 

4.4.4. Convergence des 2-formes harmoniques. Soit une classe de cohomolo- 
gie b G H^2(-^)- A I'aide du lemme de Poincare 3.5, on commence par 
choisir un representant 7 G L'^{g) egal a Avol'^''" sur le bout parabolique. On 
en deduit une suite de representants 7^ G -^^(5-') via Tisomorphisme du du 
coroUaire 3.7 tels que ||7j||L2(gi) soit borne et 7^ converge vers 7 au sens C°° 
sur tout compact de M. 

On peut ecrire le representant f/-' — harmonique wj G L'^{g-^) de b sous la 
forme Wj = + d(3j, ou fij G L\{g^) est une 1-forme orthogonale aux formes 
^-^ -harmoniques qui verifie d*^ (3j = 0. Grace a I'inegalite de Poincare de 
la proposition 4.13, on en deduit par une demonstration similaire a celle de 
la proposition 3.17 : 

Proposition 4.14. Soit une classe de cohomologie b G H^2(M). Soit Qj la 
suite de ses representants g^ -harmoniques L? . Alors converge au sens C°° 
sur tout compact de M vers le representant g-harmonique L^{g) de b. 

Chaque metrique g^ induit une decomposition des formes -harmoniques 
en leur partie autoduale et anti-autoduale, 

2 (M) = H+2 (M) e (M). 

On demontre egalement facilement I'analogue du corollaire 3.20 

Corollaire 4.15. Soit une classe de cohomologie b G H^2(-^^); i"' l^s pro- 
jecteurs de H^2 {M) associes d la metrique et ± ceux associes a g ; alors 

b+' ^b+ et b-' ^b-, 
lorsque j tend vers I'infini. 
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4.4.5. Convergence des solutions des equations de Seiberg-Witten pour les 
metriques . II faut commencer par fixer des connexions de reference 
convenables sur les fibres 

L, = K_] [Dr' 

Soit A la connexion induite par g sur K'^ et A^ celles induites par les 
metriques . Alors les connexion A^ convergent vers A au sens sur tout 
compact de M par construction de g^ . D'apres le lemme 4.6, on pent done 
construire alors une suite de connexions qui converge sur tout compact 
M vers la connexion A, lisses sur Lj et telles que \\C^ — ^■'||i2(g.-) et \\F(jj — 
^A^\\L^(gj) soient bornes. 

On demontre alors a I'analogue du theoreme 4.7 suivant : 

Theoreme 4.16. Soit {A^ une suite de solutions des equations de Seiberg- 
Witten non perturbees associees aux metriques g^ telles que 

- A^ = + , oil G L\{9^) ^st en jauge de Hodge d*^a^ = et la 
partie g^ -harmoniques de est uniformement bornee en cohomolo- 
gie. 

- tp^ G L\{g^) relativement d la connexion . 

- est uniformement bornee en norme 

Alors, quitte d extraire une sous suite, {A^,ip^) converge au sens sur 
tout compact de M vers une solution {A, ip) des equations de Seiberg- Witten 
non perturbees pour la metrique g telle que 

- A = C + a, avec d*a = et a e L\{g). 

- ijj E L\{g) relativement a C . 

Demonstration. — Notons que tout d'abord que la borne du lemme 4.8 
ne depend pas non plus de j pour les metriques 5^, car la courbure scalaire 
des metriques g^ est uniformement bornee. Les hypotheses de regularite sur 
[A^ sont done justement celles qu'on pent faire si {A^ a ete obtenue 
a I'aide du theoreme 4.7. 

Par ailleurs on a une borne uniforme sur {^Jp\, ou fi^ est la partie g^- 
harmonique de car on s'est ramene a un domaine fondamental du tore 

{M\M) / [M^l,) afin de faire converger fj,-'^. On pent quitte a extraire 
une sous- suite supposer que converge et en deduire que im' converge vers 
une forme (^-harmonique grace a la proposition 4.14. 

II est facile de faire converger (3^ et (cf. th. 4.7) maintenant que nous 
disposons de I'inegalite de Poincare de la proposition 4.13 et de connexions 
de reference adequates. □ 

4.5. Calcul de I'invariant de Seiberg Witten. Soit M une surface com- 
plexe reglee obtenue a partir d'un fibre parabolique £. II nous reste prouver 
I'existence de solutions des equations de Seiberg- Witten sur les compact- 
ifications de M. Pour cela, on commence par choisir une metrique kah- 
lerienne particuliere quitte a perturber la structure complexe sur M pour 
laquelle on sait que I'espace des module est constitue d'un point sous la con- 
dition degL < 0. Comme nous somme dans le cas ou 63" = 1, I'invariant de 
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Seiberg-Witten ne depend pas de la metrique sous une «condition de cham- 
bre» (38) ce qui nous permet de trouver une solution des equations pour ces 
metriques. 

4.5.1. Cas rationnel. Si les poids de la structure parabolique v6rifient la 
condition de rationnalite, on en deduit une compactification orbifold M. 
Comme la condition de stabilite est generique, on pent quitte a perturber la 
structure holomorphe de £ le supposer stable. On en deduit une metrique 
kahlerienne g a courbure scalaire constante s = 2(c — 1) < dcfinie sur M. 
Par construction, les approximations gj de g sont kahlcriennes sur M et on 
la meme classe de Kahler [to]. Comme g est kahlerienne a courbure scalaire 
constante, 

(37) L^ci ■[uj] = uj Au>, 

Stt J 

done degL = L^ci • [w] < ce entraine que I'espace des modules des equa- 
tions de Seiberg-Witten perturbces (32) sur {M,gj) s'identifie a I'espace des 
modules de couples {A^'^,a) ou A^'^ est une structure holomorphe sur le 
fibre Lq et a une section holomorphe du fibre trivial Lq <8) Kjj (voir [W]) ; 
la seule solution est le fibre avec a la section holomorphe standard du 
fibre trivial Ojj. On en deduit que pour toute metrique g sur M verifiant 

(38) ■ [w] < 0, 

les equations de Seiberg-Witten perturbees on un invariant SW{g) = 1. 

Soit g^ une metrique kahlerienne a courbure scalaire constante s asym- 
ptotique au modele local g sur M. En notant uj^ sa forme de Kahler, 

Jcp^ Ja 

en raison du comportement asymptotique de g^ ; d'apres (37), 

Btt ~ [a;]2 ~ [w^]2 ' 

ce qui implique [uj] = [w^]. 

Soit g^ une metrique kahlerienne sur M a courbure scalaire constante 
s < asymptotique au modele local (dont les poids verifient la condition de 
rationnalite) Notons g = ^*g^, ou ^ est I'antipodie sur M definie au §4.2 et 
gj la suite d'approximations de g. D'apres le corollaire 3.20 et le lemme 4.3 

t2 +j t2+s_t2 '^g^ 

Li — ^ Li C-^ — L C-^ , 

done d'apres (37) pour j suffisamment grand, 

L^cp • [a;] < ; 

on en deduit que SW{gj) = 1 et que les equations de Seiberg-Witten pertur- 
bees associees a la metrique gj admettent une solution {Aj,ipj). En utilisant 
le theoreme 4.7, on en deduit la solution recherchee des equation de Seiberg- 
Witten non perturbees associees a la metrique g = ^*g^. 
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4.5.2. Cas irrationnel. Dans le cas ou le modele local g ne verifie plus la 
condition a2 — ai G Q, on approxime la metrique g = i*g^ par les metriques 
g^ definies au §4.4 qu'on approxime a leur tour par des metriques lisses 5^ 
sur des compactifications orbifold M"' suivant le §3.1. D'apres les corollaires 
3.20 et 4.15, en notant ±^ les projecteurs des decompositions de H^2(-M) 
induites par les metriques 5^, on deduit que 

pour j et k tendant vers I'infim. On en deduit, en utilisant le §4.5.1 que 
les equations de Seiberg-Witten non perturbees associees a la metrique g^ 
admettent une solution via le theoreme 4.7. On fait converger a nouveau 
cette suite vers une solution des equations pour la metrique g = ^*g^ en 
utilisant le theoreme 4.16. 
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